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AVVERTIMENTO DEL TRADUTTORE . 1 


È mio intendimento pubblicare un intero Corso di 
Algebra accomodato alle nostre scuole e corrispondente 
allo stato odierno della scienza, per sodisfare a un bi- 
sogno e a un desiderio comunemente sentito. Il nuovo 
ordinamento degli studi richiede un Corso diviso in due 
parti - , una elementare, l’altra superiore. Quanto alla 
parte elementare, essendovi già un eccellente Trat- 
tato del celebre geometra francese Giuseppe Bertrand, 
ho creduto di non potere far meglio che darlo tradotto 
e corredato di quelle note ed aggiunte che mi sembra- 
vano più convenienti. Quanto alla parte superiore, ne 
pubblicherò io stesso un Trattato originale, e perciò qui 
ne ho tralasciati i pochi principi che si trovano nell’Opera 
del Bertrand, e che in quello saranno esposti con mag- 
giore ampiezza. 

Nella presente traduzione sono state omesse anche 
le teoriche delle progressioni e la parte elementare dei 
logaritmi, perchè esposte assai compiutamente nell’arit- 
metica del Bertrand, pubblicata in italiano con molte note 
ed aggiunte dal professor Novi. 

Ho conservato l’ordine e tutte le materie della 
prima edizione (tranne l’ analisi indeterminata di secon- 
do grado, che sarà trattata più estesamente nell’Alge- 
bra superiore); perchè anche quello che il Bertrand ha 
tolto nella seconda edizione, per dar luogo ad alcune 
teoriche che sono negli ultimi programmi per gli esami 
delie scuole di Francia, mi parve assai facile e impor- 
tante da doverlo conservare negli Elementi. 

* I numeri aggiunti dal traduttore sono segnati con asterisco *■ 
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TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA 


anBG4HOIIB DEI CESIVI ALGEBRICI. 

I segni abbreviativi che si usano nell’Algebra sono, 
quasi tutti quei medesimi impiegati nell’aritmetica e 
perciò conosciuti dal lettore; nondimeno crediamo utile 
di farne parola. 

-+- è il segno dell’addizione; si pronunzia più; a-t-b 
indica la somma dei due numeri rappresentati da a e 
da b. 1 \ 

— è il segno della sottrazione; si pronunzia meno; 
a—b indica la differenza dei due numeri rappresentati 
da a e b. 

X è il segno della moltiplicazione; si pronunzia 
moltiplicato per; ayjb indica il prodotto dei due numeri 
rappresentati da a e b. Si omette spesso questo segno 
e s’indica la moltiplicazione scrivendo i fattori l’uno 
dopo l’altro, ab invece di ayjb, ( a-hb)(c-hd ) invece di 
(a-hb)X(c-hd). Ciò non può farsi per i prodotti di fat- 
tori numerici, perchè allora si dovrebbe, per esempio, 
rappresentare nello stesso modo il numero 54 e il pro- 
dotto 6X4. 

I signiGca diviso per; a'.b indica il quoziente della 
divisione dei numeri rappresentati da a e b. S’ indicano 
le divisioni anche scrivendo il dividendo sopra al divi- 
sore, e separandoli con una linea orizzontale; ~ indica 

b 

il quoziente della divisione di a per b. 

i 
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V indica la radice quadrata; \/a indica la radice 
quadrata del numero rappresentato da a. 

• 4 m 

\/, \/, ... y/ indicano le radici cubica, quarta 

Rappresentando con m un numero intiero qualun- 

m 

que, \/a indica la radice m" ima di a, cioè il numero 
che moltiplicato m — 1 volte per sè stesso riproduce a. 

= esprime la eguaglianza delle espressioni poste a 
destra e a sinistra di questo segno; a~b esprime la 
eguaglianza dei numeri rappresentati da a e b. 

^ > significa maggiore di; a^>b esprime che il nu- 
mero rappresentato da a è maggiore del numero rap- 
presentato da b. 

<[ significa minore di; a<db esprime che il nu- 
mero rappresentato da a è minore del numero rappre- 
sentato da b. 

Allorché si pone una espressione tra due parentesi, 
bisogna riguardare come effettuate le operazioni che 
vi sono indicate, e la parentesi come esprimente il nu- 
mero che ne risulta. C9SÌ 

c—(a — b—c) 

indica la differenza che passa tra c e il numero a—b—e é 


\ 
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CAPITOLO I. 

NOZIONI PRELIMINARI . — ADDIZIONE 
B SOTTRAZIONE ALGEBRICHE, 


Definizione dell’ Algebra, 

1. Nell’algebra si studiano le operazioni indipen- 
dentemente dai numeri sui quali si eseguiscono: in ciò 
sta l’ indole propria di questa scienza. Ma sarebbe diffi- 
cile condurre una linea di divisione precisa tra l’Algebra 
« e l’Aritmetica; infatti, i risultati particolari non possono 
separarsi compiutamente dalle teoriche generali, e le 
quistioni d’aritmetica conducono, quasi necessariamente, 
a proposizioni algebriche. 


Formule algebriche. 


2. I numeri sui quali si ragiona nell’ algebra do- 
vendo restare indeterminati, si rappresentano, in gene- 
rale, per mezzo di lettere. Quindi è impossibile di ese- 
guire le operazioni, e bisogna contentarsi d’ indicarle. 
Questa indicazione di operazioni da eseguirsi sopra let- 
tere, il valore delle quali non è ancora stabilito, si 
chiama una formula algebrica. 

Esempi: 

(a •+■ b) x = a* 4- 2 ab -f- 6*, 
c __ (a ±l)n 
S ~ 2 

sono formule che indicano le operazioni da eseguirsi 
per fare il quadrato di una somma a-\-b, e per som- 
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4 TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

mare una progressione aritmetica che comincia con a e 
Gnisce con l. 

3. È evidente come debba esser utile il comprendere 
così, in una formula generale, un numero infinito di 
risultati particolari; nondimeno sarà bene dimostrarlo 
per mezzo di alcuni esempi. 1® L’enunciato dei teoremi 
generali è di molto abbreviato, e quindi reso più facile 
a ritenersi. 

Così invece di dire: 

La somma di due numeri è la stessa, qualunque sia 
l’ordine con cui si fa l’addizione; 

11 prodotto non cangia quando s’ invertono i due 
fattori ; 

Per moltiplicare due potenze di uno stesso numero, 
basta sommare gli esponenti; 

Si scriverà 

a+b = b+a 
ab = ba 
a m y^ n —a m+ \ 

e per chi conosce il linguaggio algebrico, queste formule 
esprimono i teoremi colla stessa chiarezza, che le parole 
scritte di sopra. 

2® L’ uso delle formule non abbrevia soltanto gli 
enunciati dei teoremi, ma ne rende anche più semplici 
le dimostrazioni. Per darne un esempio sceglierò la 
questione seguente: 

Un mobile si muove con moto uniforme; la sua ve- 
locità, cioè lo spazio che percorre nell’unità di tempo, 
è v: quale sarà lo spazio x percorso nel tempo tt Poi- 
ché nel molo uniforme gli spazi percorsi sono propor- 
zionali ai tempi, si ha 

x:v\:t\ 1 , 
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CAPITOLO L 5 

onde si conclude 

(1) x=vt, 

che è la formula richiesta. 

Se ne deducono in un modo evidente le altre due 

( 2 ) »=? 

( 3 ) «=? 

La formula (1) rende evidenti i teoremi che seguono: 

Nel moto uniforme lo spazio percorso in un dato 
tempo, è proporzionale alla velocità; con una velocità 
data è proporzionale al tempo, e in generale è eguale al 
prodotto del tempo per la velocità. 

Dalla formula (2) si deducono i teoremi seguenti: 

Nel moto uniforme, la velocità è proporzionale allo 
spazio percorso in un tempo dato, è in ragione inversa 
del tempo impiegato a percorrere uno spazio dato, e in 
generale è eguale al rapporto dello spazio al tempo im- 
piegato a percorrerlo. 

Finalmente, si conclude dalla formula (3): 

Il tempo impiegato a percorrere uno spazio dato è 
inversamente proporzionale alla velocità; quando la ve* 
locità è data, il tempo è proporzionale allo spazio da 
percorrersi ; e in generale , il tempo è eguale al rapporto 
dello spazio percorso alla velocità del mobile. 

Ciascuno di questi teoremi richiederebbe una dimo- 
strazione particolare, più o meno estesa, se si volesse 
dimostrare direttamente (*); le formule (1), (2) e (3) li 
rendono evidenti a chiunque conosce il significato delle 
parole, proporzionali e inversamente proporzionali. (Vedi 
Aritmetica.) ■ 

(*) Galileo che non facevi tuo delle formale, vi ha coaderito quattro pa- 
gine. GioasATA III», De motu a ■qumbili . 
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TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 


Recherò anche un altro esempio. Si dimostrano ia 
geometria i seguenti teoremi: 

i # Due circonferenze stanno tra loro come i respet- 
tivi raggi, o con altre parole, tra una circonferenza C 
e il suo raggio R vi è un rapporto costante 2 jt; per con- 
seguenza si ha la formula 

C=2nR; 

2° Due circoli stanno tra loro come i quadrati dei 
loro raggi; 

3° Un circolo ha per misura il prodotto della sua 
circonferenza per la metà del suo raggio; con altre pa- 

D 

role, la sua area 5 è misurata dal prodotto CX4i e si ha 

2à 

27ri?x|-=^*; 

ora, questa ultima formula rende evidente il secondo 
teorema « la superficie di un circolo è proporzionale al 
quadrato del suo raggio. » Si potrebbe dunque tralasciare 
di farne un teorema distinto dagli altri due, e non si 
deve darne, ciò che piò importa, una dimostrazione di- 
retta. 

Enunciando soltanto i teoremi senza esprimerne le 
conseguenze con formule, questa dipendenza delle pro- 
posizioni potrebbe sfuggire. 


ClaMazione deUe formule» 

t 

I 

4. Le espressioni algebriche possono comprendere 
la indicazione delle sei operazioni: addizione, sottrazio- 
ne, moltiplicazione, divisione, inalzamento a potenza e 
estrazione di radice. 

Una espressione è razionale, allorché non vi è in- 
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CAPITOLO I. 7 

dicata alcuna estrazione di radice. Nel caso opposto, è 
irrazionale. 

Una espressione razionale che non contiene alcuna 
divisione, si dice intiera; altrimenti, dicesi frazionaria . 

Una espressione che non contiene 1* indicazione di 
alcuna addizione o sottrazione, dicesi monomio. 

Se un fattore di un monomio è numerico, prende 
il nome di cocfjìciente. 

Più monomi aggiunti o sottratti formano un polino- 
mio, di cui essi sono i termini. Due termini d’ uno stesso 
polinomio si dicono simili, allorché non differiscono che 
nel coefficiente. In questo caso, si possono sempre ri- 
durre a un solo. Per esempio, avendo in uno stesso 
polinomio i due termini h-7 a?b, — 5 a*b, si potrebbe 
evidentemente sostituire ad essi +2 a J ò. 

Un polinomio di due o tre termini si chiama bino- 
mio o trinomio. 

Esempi: 

s * 

\/a 4 -i-6* — ya+b+c, espressione irrazionale; 

■ s a v , espressione razionale frazionaria ; 

(a*-hb*— c") (o*-+-6*), espressione razionale intiera; 
ìhd'b'y'c, monomio di cui 15 è il coefficiente; 
o 8 -f-2a — b\/c , polinomio. 


Addizione e sottrazione dei Polinomj. 

5. Le operazioni algebriche facendosi sopra quan- 
tità espresse per mezzo di lettere, è impossibile che 
siano eseguite compiutamente, e bisogna contentarsi 
d’ indicarle. Quindi il calcolo algebrico consiste sol- 
tanto nel transformare una formula in un’ altra più 
semplice, ma equivalente. 
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TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

Esempio: Quando si sostituisce a* al prodotto o*X°*i 
oo+6 alla espressione v /t * , +2a6+6S si fa un’opera- 
zione algebrica, e si dice qualche volta, che così si ese- 
guisce il prodotto di o* per a*, o l’estrazione della ra- 
dice quadrata di a , +-2o6+&\ 

L’addizione e la sottrazione essendo le operazioni 
più semplici, è evidente che non si possono sempliciz- 
zare: quindi sopra le medesime non ci rimane a fare 
altro che alcune facilissime osservazioni. 

1° Una somma rimane la «tessa in qualunque or- 
dine si aggiungano le sue parti. 

2° Un polinomio non cangia valore, qualunque sia 
l’ordine col quale si scrivono i suoi termini. Infatti, è 
sempre eguale all’eccesso della somma di quelli che 
sono preceduti dal segno + sopra la somma di quelli 
preceduti dal segno — . 

3° Per aggiungere a un numero la somma di più al- 
tri, basta aggiungergli successivamente ciascuno di essi. 

4° Per aggiungere a un numero la differenza di al- 
tri due , basta aggiungere il primo e togliere il secondo 
dal risultalo. 

5° Per togliere da un numero la somma di più al- 
tri, basta sottrarre successivamente ciascuno di essi. 

6° Per togliere da un numero la differenza di altri 
due, basta aggiungere il secondo e togliere il primo dai 
risultato. 

Infatti, una differenza non cangia allorché si ag- 
giunge uno stesso numero ai suoi due termini, e quindi 

a — (6— c) = a+c — (6 — c+c) — a+c— 6. 

Questi principj si esprimono colle seguenti formule: 

(1) o+6+c+d = d+c+ò+a ; 

(2) a—b+e—d — c+a—b—d-, 

(3) a+(6+c+d) =r o+6+c+d ; 
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(4) a+(b—c) — a+b—c ; 

(5) a— (b-t-c) = a—b—c ; 

(6) a— (b— c) — a+c— b-, 

6. I principj che abbiamo enunciato conducono alle 
seguenti regole: 


Regola di Addizione» 

Per aggiungere a nn numero un polinomio qualun- 
que, bisogna aggiungergli i termini preceduti dal segno 
e togliere gli altri dal risultato. 

Infatti, si debba aggiungere a P il polinomio 

a—b+c—d—e+f, 

questo polinomio (5,2°) è eguale ad 

(a+c+f) — (b+d- he) -, 

e si ha (5,4°) 

/M- 1 (a+c+f)— (b-hd-he) l = P+(a~hc+f)—(b+d+e) 
=P+a+c+f—b — d — e; 

che è precisamente quello che volevamo dimostrare: 


Regola di fottraziono. 

Per togliere da un numero un polinomio qualunque, 
bisogna aggiungere a questo numero i termini che nel 
polinomio sono preceduti dal segno— , e sottrarre gli 
altri dal risultato. 

Infatti, si debba togliere da P il polinomio 
a—b+c—d — e-*-f; 
questo polinomio (5.2°) è eguale ad 

(a+c+f) — (b+d+c) ; 
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10 TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

e abbiamo (5,6°) 

P — I (flH-c-f-/) — (b-bd-be) j —P-b(b-bd-be ) — (a-t-c-t-/) 
=P-bb-bd-he— a— c— f; 

che è quello appunto che volevamo dimostrare. 

Osservazione. Poiché l’ordine con cui si scrivono i 
termini di un polinomio è indifferente, si possono enun- 
ciare queste due regole nel modo seguente: 

Per aggiungere a un numero P un polinomio qua- 
lunque, bisogna scrivere i suoi differenti termini di 
seguito a P, conservando loro i segni che avevano. 

Per togliere da un numero P un polinomio qualun- 
que, bisogna scrivere i suoi differenti termini di seguito 
a P, cangiando il segno a ciascuno di essi. 


Enunciato più semplice dei resultati precedenti. 


7. La forma dei resultati precedenti può rendersi più 
semplice per mezzo di una convenzione utilissima nel- 
l’Algebra, la quale consiste nel riguardare tutti i ter- 
mini di un polinomio come aggiunti gli uni agli altri, 
chiamando numeri negativi, quelli che sono preceduti 
dal segno — . Per esempio, si riguarderà la differenza 
a— b come risultante dalla addizione di a con — b, 

(1) a-b=a-h(—b). 

La espressione isolata (—6) non acquista perciò al- 
cun significato; soltanto si dice aggiungere — b invece 
di dire sottrarre b. Si conviene egualmente che sottrarre 
— b significa aggiungere b. 

(2) a — ( — b) = a-t-6. 

Sarebbe assurdo tentare di dimostrare le formule 
(1) e (2), perchè le definizioni non si dimostrano. Ma si 
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CAPITOLO I. 11 

può osservare che la convenzione espressa dalla formula 
(2) è una conseguenza naturale della prima. Infatti, se 
non si facesse questa seconda convenzione, aggiungendo 
e togliendo successivamente — b a un numero, le due 
operazioni non si distruggerebbero. 

8. Le due convenzioni precedenti permettono di ri- 
durre la regola di addizione all* enunciato seguente. 

Per aggiungere due polinomi , bisogna aggiungere 
al primo tutti i termini del secondo, qualunque siano 
i loro segni. 

Infatti, siano i due polinomi 

a-b-hc e m-n-i-p—q , 
la loro somma è 



a — 6-f-c-f m—n-+-p — q , 

che equivale, per le nostre convenzioni, ad 

a — — n)-h/H-(— ?), 

che corrisponde all’ enunciato. 

9. Le stesse convenzioni permettono di ridurre li 
regola della sottrazione all’ enunciato seguente : 

Per sottrarre un polinomio da una quantità qua- 
lunque A, basta togliere successivamente da A * diffe- 
renti termini del polinomio. 

Infatti, si debba togliere da A il polinomio m—n 
—p+q; abbiamo veduto (6) che 

A — (m—n—p+q) = A—m+n+p—q 
ovvero, per le nostre convenzioni 

A— ( m—n—p+q ) = A—m—(—n)—(—p)—q, 
che corrisponde all’ enunciato. 
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Osservazione. L’introduzione dei numeri negativi 
ci ha permesso di enunciare, con più concisione, alcuni 
resultati, senza aggiungere o togliere nulla ai medesimi. 
Vedremo che tale è sempre, nell’ algebra, lo scopo della 
loro introduzione. 

10. Se si considera una differenza a— b, e si sup- 
pone b maggiore di a, la operazione è impossibile ; si 
conviene allora di riguardare la espressione a— b come 
rappresentante una quantità negativa eguale al numero 
di cui b supera a, cioè 

a—b = — (b—a). 

Questa convenzione è naturalissima; e non facendola, si 
distruggerebbe l’analogia perfetta che esiste tra le ope- 
razioni fatte sui numeri negativi e sui positivi. Infatti, sia 
d P eccesso di b sopra a, a — b sarà eguale ad a— 
se dunque si applica la regola di sottrazione (9), si avrà 

a—b — a—(a-\-d) — a—a—d — — d = — (b—a). 

Osservazione. Questo ragionamento prova che è 
naturale il fare la convenzione di cui si tratta, ma non 
dimostra la formula 

a—b = —(b—a). 

Infatti, esso è fondato sopra l’applicazione d’una re- 
gola di sottrazione, che fin ora non ha alcun senso fuori 
che quando le sottrazioni sono possibili ; è naturale e co- * 
modo di estenderla a tutti i casi, ma nondimeno è arbi- 
traria. 

11. La convenzione fatta permette di generalizzare 
dei resultati, che altrimenti si dovrebbero enunciare con 
restrizioni. Si ha, per esempio, 

c-r-a—b — c+(a — b). 
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Questa formula è evidente , allorché a è maggiore di b. 
La nostra convenzione la rende vera in tutti i casi, 
perchè se a è minore di b, si ha (a— b) — — fé— a) e 
quindi 

e+(a—b) = c—(b—a) — c-ha—b. 

Si vedrà nello stesso modo, che la formula 
c— (a—b) = b-h(c—a ) 

diviene vera, in conseguenza delle nostre convenzioni, 
anche quando e è minore di a. 

12. Nelle questioni di Algebra, a e b rappresentano 
numeri indeterminati, e non si conosce quale è il mag- 
giore; quindi è facile intendere quanto importa che le 
formule si applichino indifferentemente a tutti i casi, e 
per conseguenza di quanta utilità siano le convenzioni 
che si sono fatte sui numeri negativi. 

MSseretei» 


1* O A B 

Jr Due corrieri percorrono la linea O A. Alla partenza sono in 
A e B, alle distanze a e a 1 dal punto 0, e si allontanano collo 
velocità nei/. Trovare le formule che danno la distanza dei 
due corrieri dopo il tempo t, e la distanza dal punto 0 al 
punto di mezzo della retta che gli congiunge. 

2° YeriOcare la formula 

(a+6)* — (a — 6)* = 4a&, 

Mostrare la sua identità con 

A'-B' = [A+BIA-B). 

3" Sopra una strada ferrata, quando la velocità del treno 
è constante, la trazione che deve esercitare la locomotiva si 
compone degli attriti delle rote dei carri sullo rotaie, e della 
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resistenza dell’aria. L’attrito è indipendente dalla velocità 
e proporzionale al peso totale del treno. La resistenza del- 
l’ aria, al contrario, è indipendente dal peso del treno e pro- 
porzionale al quadralo della velocità. L’attrito essendo F , 
quando il peso è P t e la resistenza dell’aria essendo il, 
quando la velocità è V, trovare una formula che esprima la 
trazione quando il peso è P, e la velocità è F. 

-P4® Tre vasi contengono acqua e vino; il primo a litri di 
acqua e b di vino; il secondo a! litri di acqua e b' di vino; 
il terzo a" di acqua e b" di vino. Si prende la metà del li- 
quido contenuto nel primo vaso e si versa nel secondo; poi 
il terzo del liquido che si trova allora contenuto in questo, 
e si versa nel terzo. Trovare una formula che indichi le 
quantità di acqua e di vino contenute in ogni vaso dopo que- 
ste operazioni. 

5° Due vasi di capacità ter 1 sono ripieni, uno di acqua 
l’altro di vino. Si riempiono contemporaneamente coi li- 
quidi di questi due vasi, due nuovi vasi di capacità O, e si 
versa in v ciò che è stato preso in xf e reciprocamente. Si 
ricomincia tre volte questa operazione. Trovare una formula 
che esprima le quantità di vino contenute in ciascuno di 
questi vasi. 

6° Se si fa incominciar l’anno al primo di marzo, di- 
mostrare che il posto che occupa tra i giorni dell’ anno 
l’ m*“"* dell’ (n-t-l)***** mese incominciando dal Marzo, è dato 
dalla formula 

m-f-3ln — p, 

p essendo il maggior numero intero contenuto nella frazione 

8n-*-4 

12 

7° Si mescolano B ettolitri di acquavite a D gradi con 
B 1 ettolitri a D gradi; si domanda il grado e il prezzo del 
miscuglio. Si sa che il grado indica quante parli di alcool vi 
sono per cento di acquavite , e che il prezzo di un ettolitro 
essendo P quando il grado è N, aumenta o diminuisce di 
«ma quantità a per l’ aumento o diminuzione di una unità 
nel grado. 
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CAPITOLO a. 

MOLTIPLICAZIONE ALGEBRICA. 


Moltiplicazione dei monomi» 

13. Per moltiplicare due prodotti di più fattori, bi- 
sogna formare un prodotto unico composto dei fattori 
che entrano in ciascuno di essi. 

In un prodotto unico si può sostituire a due o più 
fattori il loro prodotto eseguito. ( Vedi Aritmetica .) 

Dal primo di questi due principj si deduce che il 
prodotto di due monomi intieri è eguale a un monomio 
che contiene i fattori di ambedue -, per esempio : ' 

5 a'd'cYJva'b'e = 5 a\d*.c.4.a*.6\e 

Per il secondo dei principj enunciati, si può, nel risul- 
tato, sostituire a 5X&, il loro prodotto 20, ad a* e a* il 
loro prodotto a® (vedi Aritmetica ); di modo che il pro- 
dotto dei due monomi considerati è 

5aVyx4a’&*e = 20 a'd'b'ce. 

U metodo è generale, e conduce alla regola seguente: 

Il prodotto di due monomi intieri si ottiene molti- 
plicando i coefficienti tra loro , dando a ogni lettera 
comune ai due monomi ( come a nell ’ esempio prece- 
dente) un esponente eguale alla somma di quelli dai 
quali è affetta in ognuno di essi , e prendendo le altre 
lettere come fattori, senza cangiare i loro esponenti. 

ll.Per moltiplicare uno per l’ altro due monomi fra- 
zionari, si osserva (vedi Aritmetica) che il prodotto di 
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due espressioni frazionarie è eguale al prodotto dei nu- 
meratori diviso per quello dei denominatori. Questi due 
prodotti si faranno colla regola precedente, e s’indi- 
cherà quindi la loro divisione, separandoli con una li- 
nea orizzontale. Si può quindi render più semplice il ri- 
sultato, sopprimendo i fattori comuni ai due termini. 

Esempio. Sia da moltiplicarsi per 
il prodotto è eguale a 

40 a'bcf*h k 
Zófh'g'b'' 

ma si può render più semplice togliendo dai due termini 
i fattori 5,6, feA‘,6 allora rimane 

8 a'cfh* 

7 g'b ’ 

Osservazione. Quando un monomio frazionario è 
ridotto alla sua più semplice espressione, nessuna let- 
tera deve trovarsi contemporaneamente nei due termi- 
ni, perchè allora potrebbe sopprimersi tante volte quante 
si trova nel termine che ha il minore esponente. 

15. Ciò che precede permette di fare la moltiplica- 
zione di un numero qualunque di monomi. Infatti ba- 
sterà moltiplicare tra loro i due primi, poi il prodotto, 
che è un monomio, per il terzo, e cosi di seguito. 


BSoItiplicasione dei polinomi» 


16. Al prodotto di due polinomi si può sempre so- 
stituire un polinomio unico, del quale ora daremo la 
legge di formazione, e che spesso si chiama il loro prò- 


Digìtìzed by Go'ògle 


CAPITOLO II. 


17 


dotto eseguito. 1° Consideriamo due polinomi che ab- 
biano tutti i termini separati tra loro dal segno -k Sia 

flH-ò-f-c 


da moltiplicarsi per 

p+q+r, 

a, b, c, p, q, r indicando numeri qualunque che pos- 
sono essere rappresentati da espressioni algebriche più 
o meno complicate. 

Per moltiplicare un numero qualunque per p+q-hr , 
bisogna, evidentemente, moltiplicarlo per p, poi per q, 
poi per r, e sommare i risultati; quindi abbiamo 

(a+6-Hc)fp+q+r) = (a+&-^e)p-t-(a+6+c)g-»-(a-*-&-r-e)r; 

ma per moltiplicare per p una somma a-t-ò-i-c, bisogna 
evidentemente moltiplicare ogni sua parte per p, abbia- 
mo dunque 

(a - f b+c)p = ap+bp+cp , 

ed egualmente 

(a-f b-+-c)q — aq+bq+cq, 

(i a-hb-hc)r = ar-hbr-hcr; 

e quindi 

/ 

(a-ì-b-ì-c)(p+q-br) = ap-hbp+cp-haq+bq-^-cq-har-hbr-\-cr, 

risultato che può enunciarsi cosi : 

Il prodotto di due polinomi, i termini dei quali 
sono positivi, è eguale alla somma dei prodotti ottenuti 
col moltiplicare tutti i termini del moltiplicando per 
tutti quelli del moltiplicatore. 

17. Supponiamo ora che i due polinomi da molti- 
plicarsi contengano termini preceduti dal segno — . 
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Rappresentiamo con A la riunione dei termini pre- 
ceduti dal segno -+• nel moltiplicando, con B la riunione 
di quelli preceduti dal segno — ; con P e Q le somme 
analoghe nel moltiplicatore ; bisogna moltiplicare 

A-B 


A, B, P e Q essendo quattro polinomi con i termini 
tutti positivi. Ora, per moltiplicare un numero qualun- 
que per una differenza P—Q, bisogna evidentemente 
moltiplicarlo per P, poi per Q, e sottrarre i risultati ; 
si ha dunque 

(A-B)(P-Q) = (A - B)P — (A—B)Q ; 
ed essendo 

(A-IÌ)P = P(A-B) = PA—PB, 

(A-B) Q = Q(A-B) = QA - QB , 

si conclude (6) 

(A-B)(P -Q) = PA -PB - QA+ QB. 

Tale è dunque l’ espressione del prodotto richiesto. 

PA, PB, QA, QB sono prodotti di polinomi, che 
hanno tutti i termini positivi ; si eseguiranno come si è 
detto (16). È evidente che il risultato conterrà il pro- 
dotto di ogni termine del moltiplicando per ogni ter- 
mine del moltiplicatore, ogni prodotto avendo il segno 
determinalo dalle regole seguenti; 

I termini derivanti da PA e da QB, cioè dal pro- 
dotto di due termini preceduti dal segno -+•, o di' due 
termini preceduti dal segno —, sono preceduti da) se- 
gno 4-. 

1 termini che derivano da PB e da QA, cioè dal 
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prodotto di due termini preceduti da segni differenti, sono 
preceduti dal segno — . 


Modo più semplice d’ enunciare i resultati precedenti. 


18. L'enunciato dei resultati precedenti si rende 
più semplice considerando, come abbiamo già fallo ( 7 ), 
i termini che sono preceduti dal segno — , come numeri 
negativi aggiunti ai termini precedenti, e adottando 
inoltre le definizioni seguenti: 

Il prodotto di un numero negativo — a per un nu- 
mero positivo 4-6 è — (aXù). 

Il prodotto di due numeri negativi — a e — b è «X 6 - 
Con queste convenzioni la regola della moltiplica- 
zione si può enunciare nel seguente modo: il prodotto 
di due polinomi si ottiene col moltiplicare tutti i ter- 
mini del moltiplicando per tutti quelli del moltipli- 
catore, e sommando i resultati ottenuti. 

Si debba, per esempio, moltiplicare 

a—b 


il prodotto è (17) 

ac—bc—ad-i-bd, 
o, per le nostre convenzioni 


ac+(-b)c+(-d)a+l—b) ( — rf), 

che è la somma dei prodotti ottenuti col moltiplicare I 
termini a e —b del moltiplicando, per i termini e e —d 
del moltiplicatore. 
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19. Osservazione T. Non si deve tentare di dimo- 
strare le formule 

(— a)(b) — — ab, 

( — a)( — b) = ab, 

perchè esprimono delle definizioni. Queste definizioni 
permettono di comprendere in un solo enunciato i dif- 
ferenti casi, che altrimenti bisognerebbe distinguere 
nella regola della moltiplicazione dei polinomi. 

20. Osservazione II. Abbiamo veduto (17) che 

(1) (A-B)(M-P) = AM—PM—AP+BP. 

La dimostrazione supponeva che A e M fossero ri- 
spettivamente maggiori di B e di P; le convenzioni fatte 
rendono vera questa formula in tutti i casi. 

Infatti; supponiamo che uno dei fattori sia negati- 
vo; che si abbia, per esempio, 

. A<B , 

M>P. 

A—B essendo negativo e eguale a — {B— i4), abbiamo, 
per le nostre convenzioni, 

{A-B)(M—P) = — (B—A)M—P --{IìM-AM—PB+PA) = 
—BM+AM+PB-PA, 

che coincide in tutto, fuori che nell’ordine dei termini, 
colla formula (1). 

Supponiamo ora che le due differenze A—B e M—P 
siano negative; il loro prodotto sarà (18) lo stesso che 
se fossero prese positivamente, e si avrà 

(-4— B){M-P) = (B-A){P—M) = BP-AP- BM+AM, 

che è conforme alla formula (1). 

21. Osservazione III. Rappresenteremo in seguilo 
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un polinomio qualunque, e qualunque siano i segni dei 
suoi termini, con un espressione della forma 

a-\-b+c- J r p-\-q-+ r, 

a, b, c, p, q, r, rappresentando numeri positivi o negativi. 
Esempio. La formula 

(a-t-ft)* = 

che risulta immediatamente dalla regola della moltipli- 
cazione, è vera, per ciò che abbiamo detto, qualunque 
siano i segni delle quantità a e b. Si può dunque sup- 
porre che b vi rappresenti un numero negativo —b\ 
Questa formula diviene allora 

(a -b')' — a'- f-2a(-ò')-K-ò? = a'-lab'+b*. 


Le formule che danno il quadrato di una somma e 
di una differenza si trovano così ridotte a una sola. 

22. Osservazione IV. Le formule 

(—a)b = —ab, 

(—a)(—b) — ab 

esprimono convenzioni fatte nella ipotesi che a e b siano 
numeri positivi; ma è facile a vedersi che, per le stesse 
convenzioni, queste formule sussistono anche quando 
a e 6 rappresentano numeri negativi. 

Infatti; supponiamo che a rappresenti un numero 
negativo — a’; —a sarà allora eguale ad a' ; e le for- 
mule diverranno: 

ab = — ( — a')b, 
a\-b) = (-d)b; 

ora (— d)b è eguale a — db, e quindi — (— d)b è eguale 
a db; con che riman dimostrata la prima formula: a\—b) 
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e ( — a!)b sono ambedue eguali a — a'b; con che ri- 
mane dimostrata la seconda. 

Supponiamo ora che a e b rappresentino ambedue 
dei numeri negativi, —a! e — b'; — a e — b saranno allora 
eguali ai numeri positivi a ’ e b', e le formule diverranno: 

a (-b') = -(-a') (-6'), M = (- et) (- b '), 

che sono conformi alle convenzioni stabilite. 

23. Osservazione V. Allorché si hanno più fatto- 
ri, alcuni dei quali sono negativi, il prodotto si definisce 
come in aritmetica: è il resultato ottenuto moltiplicando il 
primo per il secondo; poi moltiplicando il prodotto ese- 
guito per il terzo; poi il risultato per il quarto, e così di- 
scorrendo. Dal che ne segue che il prodotto avrà lo stesso 
valore assoluto che se tutti i fattori fossero riguardati 
come positivi. Sarà preceduto dal segno -+- se il numero 
dei fattori negativi è pari, e dal segno — se è dispari. 
Per dimostrarlo, osserviamo che si può sempre intro- 
durre -+- 1 come primo fattore. Nelle moltiplicazioni suc- 
cessive che bisognerà eseguire per fare il prodotto, il 
segno che così è al principio -t-, cangerà tante volte 
quanti fattori negativi vi sono: ora è evidente che ridi- 
verrà -H se il numero dei cangiamenti è pari, e — nel 
caso contrario. 

Risulta evidentemente da quel che precede, che le 
potenze pari di un numero negativo sono positive, e le 
potenze dispari negative. 

24. Chiamando quoziente di due numeri A e B, 
un terzo numero, che, moltiplicato per il divisore B, ri- 
produce il dividendo A, è evidente che, secondo le con- 
venzioni precedenti , il valore assoluto del quoziente di 
due numeri non dipende dai loro segni, e che questo 
quoziente è positivo, se il dividendo e il divisore hanno 
lo stesso segno, e negativo nel caso contrario. 
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Moltiplicazione di un numero qualunque dì polinomi. 


25. Per fare il prodotto di un numero qualunque 
di polinomi, bisogna moltiplicare il primo per il secondo, 
poi il resultalo per il terzo, e cosi di seguito. Poiché 
il prodotto eseguito di due polinomi è sempre un poli- 
nomio, basterà, qualunque sia il numero dei fattori, sa- 
pere moltiplicare due polinomi uno per l’altro. 

Siano P,, P t , P g , P 4 , i polinomi dei quali si vuol 
fare il prodotto; moltiplicando P, per P,, si otterrà un 
prodotto Q, i termini del quale sono (18) i prodotti di 
tutti i termini di P, per tutti quelli 'di P,, si molti- 
plicherà Q, per P,, e si otterrà un prodotto Q t che sarà 
la somma dei prodotti di tutti i termini di Q , per tutti 
quelli di P f ; cioè la somma di tutti i prodotti di tre fattori, 
che si ottengono, prendendo un fattore tra i termini di P,, 
uno tra i termini di P, e uno Analmente tra i termini 
di P 4 . Quindi Q t si moltiplicherà per P v II risultato Q t 
di questa moltiplicazione sarà la somma dei prodotti 
dei termini di Q t per quelli di P 4 ; cioè, di tutti i pro- 
dotti di quattro fattori presi rispettivamente nei polino- 
mi P,, P 4 , P,, P 4 . Si potrà cosi continuare indefinita- 
mente il ragionamento, e si vedrà che il prodotto dei 
polinomi P n P,, P„ P„ è la sotnma di tutti i pro- 

dotti di n fattori, formati con un termine di P,, uno 
di P t , uno di P 4 , e uno di P„. 


Prodotto di due polinomi ordinati rapporto a una lettera. 

26. Si dice che un polinomio è ordinato rapporto 
a una lettera, quando i termini sono disposti secondo 
l’ordine di grandezza degli esponenti di questa lettera; 
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in modo che gli esponenti vadano continuamente dimi- 
nuendo o aumentando dal primo fino all’ ultimo. 

Esempio. 8^ 8 +3 < r‘H-2x’ — x—i 

è un polinomio ordinato rapporto a x. 

Osservazione I. Se la lettera rapporto a cui si or- 
dina, si trova in più termini collo stesso esponente, si 
riuniscono questi termini in un solo, e si riguarda come 
coefficiente di questa potenza della lettera ordinatrice, la 
somma dei fattori che la moltiplicano in questi differenti 
termini. 

Esempio. Per ordinare il polinomio 
a‘4-ia s 6-+-2aV-f a'b- f c, 
rapporto ad a, si scrive nel modo seguente: 

Osservazione II. L’esponente che ha la lettera or- 
dinatrice in un termine si chiama il grado di questo ter- 
mine. Il grado di un polinomio è quello del termine di 
grado maggiore. 

Non vi è da mutar niente nella regola della molti- 
plicazione, quando si vuole applicarla a due polinomi 
ordinati rapporto a una stessa lettera. Faremo soltanto 
una osservazione sulla forma del risultato. 

Quando sarà eseguito il prodottoci potrà diminuire 
il numero dei suoi termini, riunendo quelli che sono si- 
mili (4); ma si può dimostrare, e questa osservazione è 
molto importante, che almeno due termini del prodotto 
sussisteranno senza riduzione. Questi due termini sono: 
il prodotto del primo termine del moltiplicando per il 
primo del moltiplicatore, e il prodotto dell’ultimo ter- 
mine del moltiplicando per 1’ ultimo del moltiplicatore. 

Infatti; è evidente che il primo di questi prodotti 
conterrà la lettera ordinatrice a una potenza più alta, e 
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il secondo a una potenza meno alta di tutti gli altri. Non 
potranno adunque ridursi con essi, finché la lettera or- 
dinatrice rimarrà indeterminala. 

Esempio. Se si moltiplica 


per 


X — i, 


il termine x * e il termine — 1, che nascono rispettiva- 
mente dalla moltiplicazione dei primi e degli ultimi ter- 
mini tra loro, non si ridurranno con alcun altro. Ese- 
guendo la moltiplicazione, si trova che il prodotto si 
riduce a questi due soli termini , gli altri distruggendosi 
due a due. 

27. Il prodotto di due polinomi è, per ciò che ab- 
biamo detto, composto almeno di due termini. Se i po- 
linomi contengono più lettere, potranno ordinarsi suc- 
cessivamente rapporto a ciascuna di esse, e applicando 
la precedente osservazione, si otterrà un certo numero 
di termini che dovranno sussister senza riduzione nel 
prodotto. Se, per esempio, si moltiplicano i due polinomi 
seguenti, ordinati rapporto ad a, 

a'-t-aV-j-aV-f-ò*, 

a # -f-a'ò+o , 6 i * * * * * 7 -f-aò* ; 


i termini a*Xa\ 6*X a &’ dovranno sussister senza ridu- 

zione nel prodotto. Ordinando i medesimi polinomi rap- 

porto a b, i primi termini sono aV e a’ó 7 , e gli ultimi 

a* e a®; i due termini a*b % 'X.a*b 1 e a*X a * dovranno dun- 

que sussistere senza riduzione nel risultato. Il termi- 

ne a*X<*' si presenta, come si vede, in due modi diffe- 

renti, e abbiamo soltanto tre termini distinti che nel ri- 
sultato non possono provare riduzioné. 
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1° Il quadrato di un polinomio è eguale alla somma dei 
Quadrati dei suoi termini, più due volte la somma dei loro 
prodotti due a due. 

2° Il cubo di un polinomio è eguale alla somma dei cubi 
dei suoi termini, più tre volte la somma di un termine per 
>1 quadralo di un altro, più sei volte la somma dei prodotti 
dei termini tre a tre. 

3° = (ap-t-bq-t-cr-t-ds)* 

-h(aq—bp-hcs—dr)*-t-(ar — cp-t-dq — 6s)*-t-(6r— cg-t-a*— rfp)*. 


ed é 
avremo 


4° Se poniamo 

o+6+c-hI = A, a— 1-6 — c — d ~ B , 
a — b-y-c—d = C , a-b—c-*-d = D, 


a6(a*-t-6*) = cd(c*-+-d*); 

ABA'+B') = CD(C*h-D*}. 

8° Se poniamo 

bc — p — A > ac — g* = B, ab — r* = C, 
qr-ap = />, pr~bq = Q, p q — cr =R, 

avremo 

(abc^pqr- ap'-bq'-cr')'= A B C+2P QR - AP'-BQ *_ , 

6° Ponendo 

«ih. c - 


7° Se 


, A'nZZlZZ :-*‘ 4 M ac *+W~6alcd)> 

B C ~*~ 4A C*-*-*DB*~ 6ABCD. 

B = a ^ 6rf ^ j C = ^ +M . 
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;.n 


sarà 

(a-t-6-+-c)(o'-4-6'-4-c') = A+B+C, 

(a'-t-b'-t-c* — ab— ac — bc)(a'*-t-6' , -^-c' , — a'b'—a'd — b'c') 

= A'+B'+C'-AB-AC-BC, 
/ rt ». + &»+c*_3abc)(a , *+b' , H-e ,s — 3a'bV) = 

8° Indicando a, b, c, .... fc, l numeri qualunque si ha 

ab[a-hb)-h(a-+-b)c(a-{-b-{-c)-+-(a-i-b-i-c)d(a-i-b-i-c-ì-d)-*- 

^-9° 2g*-»-3z*-t-6t* è eguale alla somma di (re quadrati. 

10° Siano x, y, x, u, v, t o numeri qualunque. Se poniamo 

X—y y—x x—u u—v v- w , to— x 

m= p=- — , q= , r= , »= , t = , 

x-t-y y-4-z 1 zh-w u-f-tr o+w tc-t-x 

d mostrare che sarà 

= (1 — P) ;i — 9)(1 — r)(l — «)(1 — <)(1 — m). 

— (pp’-^gg'-t-rr'-Mj’-WO* 

è una somma di quadrati. 

12 c Nello sviluppo di(l+x+2xM-3x , -K...-t-»x'') , ,il coef- 
ficiente di &, per p<n, è eguale a-£— ^ 

O 

13° Verificare che 

x'y'x' . (x'—b') y'-b')(z'-b'-) . (x*— c*)(y , -e*)(**-e*) 
b'c* + b\b'—c') *■ c'ic'-b') 

= x’-i-y’-t-z’— c’ — b\ 

14° Verificare che 

y'x' (z'-b')(b'-y') , (c’-z’)( c ’-y*) _ 

bV b’^-b*) ‘ è*(e*-V) ” 

itt° Verificare che 

«V , (x»-b«)(b«-xV . (z'-cV-iV _ (x*--y*,(y*— z*) 
W (y’— b'jb^c'— b*) (c 1 — y'W-b*) ~ (y*— 6 s )(c 1 — y s )‘ 
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16° Verificare che 

1 1 fi 1\ , 2 f 1 t- 1 ^ 

pY ~ (P-*-9 'Ap ì_H 9V (P+9)*'P 9' 

17° Verificare che 

(1— x)l— ®’)(1— x ^ 

=■ (i-^xU») 

•*-* — { l_a:)(l— x*j 

18° Se nel polinomio 

ax'+lbxy+cy' 

si fa la sostituzione 

X = ax'-L-Py', 
y = a'i'-hpV, 

esso prende la forma 

^x'*-+-2Bx'y'-+- Cy’S 

0 si hs 

B'—AC = (6*— ac)(«P'— «’£)*• 

19® Se poniamo 

, B = 6 5 -t-b<H-c 1 , C = b'c+c ì b, 

si ottiene 

4#»_27C J = (6— c)*(2b , -^-56c-^-2c ? ) , . 

e quindi AB* — 27 C* è sempre positivo. 

20° Verificare le eguaglianze 

l-wr‘ = (l-t- a^-r-x.v/SXH - ®* — ®V^)» 
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CAPITOLO in. 

CALCOLO DEI RADICALI, ESPONESTI NEGATIVI 
B FRAZIONARI. 


M 

28. Il radicale \/a rappresenta un numero la cui 
potenza m uima è eguale ad a. Se noi considerassimo sol- 

m 

lauto i numeri positivi, y/a avrebbe, secondo questa de- 
finizione, un valore unico e determinato; ma le conven- 
zioni fatte nel capitolo precedente ci costringono a dargli 
un senso più esteso. 

1° Se a è positivo, e m è pari, la potenza del 

m 

numero negativo eguale in valore assoluto a y/a sarà 
eguale ad a; perchè un numero pari di fattori negativi 

m 

dà (23) un prodotto positivo. In questo caso dunque y/a 
ammette due valori eguali e di segni contrari. 

Esempio, y/h rappresenta contemporaneamente, 
per le nostre convenzioni, —2 e 2; perchè ambedue que- 
sti numeri hanno 4 per quadrato. 

2° Se a è positivo e m dispari, non si può, per ora, 

m 

dare a y/a un significato più generale di quello che ha 
in aritmetica. 

m 

3° Se a è negativo e m pari, y/a non rappresenta 
alcun numero nè positivo nè negativo, perchè le potenze 
pari di un numero sono sempre positive (23). 

4° Finalmente, se a è negativo e eguale a — ci, emè 

m - m 

dispari, y/ —ai rappresenta un numero negativo — y/a', 
e abbiamo 

m m 

y/—a' — — \/a'. 


Digitized by Google 



30 TRATTATO ELEMENTARE D’ ALGEBRA. 

in 

Infatti; essendo m dispari, la potenza di —y/d 
sarà — a’ (23). 

* 

Esempio. \/—S — —2, 

perchè il cubo di — 2 è — 8. 

Questo modo di generalizzare è nell’ algebra di 
molta importanza: in seguito ci torneremo sopra con 
maggiore larghezza. Abbiamo creduto bene di cogliere 
la prima occasione per indicarlo; ma non ne faremo 
uso in questo capitolo, nel quale considereremo soltanto 
le radici positive dei numeri positivi. 


Riduzione di un radicale a più «empiine e«pre«uone. 

29. Si può spesso render più semplice un radicale, 
quando il numero che è sotto il medesimo è una potenza. 

1° Se l’ indice del radicale è eguale al grado della 
potenza, le due operazioni si distruggono. Così abbiamo 

m _ 

V/o" = a. 

2° Se vi è un fattore comune all’ indice del radi- 1 
cale e all* esponente della potenza, si può sopprimere. 
Cosi abbiamo 

ma _ r m 

X/a np = \/a r . 

Per dimostrarlo, basta osservare che inalzando ambedue 
queste espressioni alia potenza mn, si ottengono risul- 
tati eguali. Abbiamo infatti 

(V/ó 5 )** = L(\/à r ) m ] H = (<*')' = a”’. 

Tutte queste formule sono evidenti, rammentandosi (Ve- 
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di Aritmetica) chela potenza mn di un numero è eguale 
alla potenza m uima della sua potenza 

3° Quando sotto il radicale vi è un fattore che ha 
l’esponente eguale all’indice del radicale, si può porre 

fuori di questo senza 1’ esponente. Così avremo 

\ 

m — il 

\/a"b —a\/b. 

Infatti ; inalzando queste due espressioni alla potenza n, 
si ottengono risultati eguali , perchè 

(VcfW^a'b, 

(a\/b)* = a n (\/b)* = a"b. 

Queste formole sono evidenti, se ci rammentiamo che la 
n' ,ima potenza di un prodotto è il prodotto delle n"^ po 
tenze dei fattori. 


Potenza di un radiente. 


30. Per fare una potenza di un radicale , basta inal- 
zare a questa potenza il numero che è sotto il radicale 
medesimo: 

Wa r=v^. 

Infatti; le potenze m uùm di queste due espressioni sono 
eguali: 

[(Va)T = (Va) mn = [(Va) m r= a', 

(Va*) m = o". 

Queste eguaglianze sono evidenti, se ci rammentiamo 
che la potenza m umm della potenza n 4 * 4 "* è eguale alla po- 
tenza mn aima . (Vedi Aritmetica). 
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Radice di un radicale. 


31. Per estrarre la radice di un radicale, basta 
moltiplicarne l’indice per m ; cioè 

m ______ 

* / m mn • 

V — Va- 

Infatti; queste due espressioni inalzate alla potenza mn 
danno risultati eguali, poiché 



mn 

(\/ a) mn — a. 


Riduzione di più radicali allo itezio indice» 


32. Si possono sempre sostituire due radicali con 

m n 

indici eguali, a due radicali qualunque y/a, y/b. 
Infatti, abbiamo (29) 

% m mn 

V a = V n \ 

n mn 

y/b—y/b n . 


Si può ridurre allo stesso indice, in un modo simile, 

m m Pi 

un numero qualunque di radicali \/a, \/b, y/c, y/d, 
e l’indice comune è m n p g. Si ha infatti 


m mnpq 

y/a — y/a np \ 


m mnpq 

y/b~y/b mp \ 


y/c ~ y/c 


,mnq 


\'d — y/d m,p . 
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Si può anche dare a più radicali un indice comune eguale 
al minimo multiplo dei loro indici. Siano, per esempio, 

m » 

i due radicati \/a e \/b, e /a un multiplo di m e di n io 
modo che 

y. — m «, p = nfi; 
avremo evidentemente 

m ma [X 

\/a = y/a* = ya * , 

» »/* /» 
y/b = y/bfi = \/bt. 


Prodotto di pià radicali. 


33. Per moltiplicare più radicali che hanno lo stesso 
indice, basta moltiplicare i numeri posti sotto questi ra- 
dicali, e porre il prodotto sotto un radicale che abbia 
per indice P indice comune. 

Cosi avremo 

m m ai m 

\/ a\/b\/c = y/abc. 

Infatti, elevando queste due quantità alla potenza m*" 1 ”*, 
si ottengono risultati eguali; poiché 

(V a VW c T — (V a T(V b ) m (V c ) m — abc > 

m 

(\/abc) m = abc. 

Per moltiplicare tra loro più radicati con indici 
qualunque, si ridurranno allo stesso indice, e poi si ap- 
plicherà la regola precedente. 

Esempio. = VtTXV^ = v'^ ? - 

3 
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Quoziente di due radicali. 

34. Per dividere uno per V altro due radicali che 
hanno lo stesso indice, basta dividere i numeri che sono 
sotto i radicali, e porre il quoziente sotto un segno ra- 
dicale coll’indice comune; cioè, 



Infatti, inalzando queste due espressioni alla stessa po- 
tenza m" 1 *", si ottengono risultati eguali; poiché 



Per dividere uno per l’altro due radicali qualunque, si 
ridurranno allo stesso indice, e si applicherà la regola 
precedente. 


Esempio: 

y/b' 


PI 

y/a m ' 

ri — 

\/b np 



. Etponenti frazionari. 

35. I risultati precedenti possono enunciarsi più 
semplicemente, facendo la convenzione di rappresene 

■ » m 

tare \/a m con a», e chiamando —, l ’ esponente di a. 

Prima di mostrare il vantaggio di questa conven- 
zione nell’ enuncialo delle proposizioni precedenti , fare- 
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mo osservare che essa non implica contradizioni, e che 

la espressione a*" conserva lo stesso valore, sostituendo 

ad — una frazione eguale. Con altre parole, se abbiamo 
n 



tn ni 

— — —}> 
n n 

avremo anche 

m mi 


aT — a n \ 

cioè 

* — i n 1 . 


\/a m — \Za”' 


Per dimostrarlo, riduciamo questi due radicali allo 
stesso indice; essi diverranno 

mn' mnf 

\/a mH \ \/ar' tt , 

. , , , m m r 

che sono identici, perchè essendo - = -^-, evidente- 
mente sarà mn' = nm'. 

36. Passiamo a dimostrare che questa nuova no- 
tazione permette di generalizzare molti teoremi. 

1° Abbiamo (30) 

1 

w J (v'oT = V'« =r . 

ovvero colla nuova notazione 

m mp 

(o«) p = «V ; 

m 

dunque per inalzare una potenza frazionaria a » a una 
potenza p, basta moltiplicare il suo esponente per p. 

2° Abbiamo dimostrato (31) che 




36 ' TRATTATO ELEMENTARE D* ALGEBRA. 

oppure, colla nuova notazione 

mi m 

(à*)7 — a«p j 


■ i 

dunque, per inalzare una espressione a 7 alla potenza -* 
basta moltiplicare il suo esponente per 
3° Si è dimostrato (30-31) 

« « 

V (VaT= V v** = Va?*’ 

cioè, colla nuova notazione 

« P "P 

(a» )i — ani ; 

dunque, per inalzare una espressione a* alla potenza ~ y 

j) Q 

basta moltiplicare il suo esponente per 

Questa ultima proposizione comprende le due pre- 
cedenti, che se ne deducono facendo p = l o g = i, ed 
è facile a ritenersi , per T analogia che essa ha con una 
proposizione relativa alle potenze intere. 

4° Abbiamo (33) 

cioè, colla nuova notazione 


m p mg+np m p 

a» yCai =a ng =: a» + » ; 

dunque, per moltiplicare due potenze di uno stesso nit 
mero basta sommare gli esponenti. 

5° Si ha (34) 

n vq nq 

m \ /ar q 

f *f 

\Za" \/a vn 
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Supponendo mq^>np, questa eguaglianza può scriversi 


ossia, 


n 



a» " — i. 

— — a "« = o* _ *, 
ai 


Osservando che abbiamo supposto mq^>np, e quindi 

— questo risultato può enunciarsi così: per dividere 
n g 

una potenza di un numero per un" altra potenza di mi- 
nore esponente, basta sottrarre gli esponenti. 

Come nei casi precedenti, vi è una perfetta analo- 
gia con i teoremi che si hanno per gli esponenti intieri. 


Esponenti negativi» 

37. Si rappresenta spesso la espressione con a~**, 
m indicando qui un numero positivo intero o fraziona- 
rio. Questa notazione permette, come ora vedremo, di 
generalizzare ancora di più i teoremi enunciati di sopra. 

38. Osserviamo primieramente che la eguaglianza 


( 1 ) 



essendo soddisfatta, per definizione, quando m è posi- 
tivo, lo sarà per la stessa ragione, anche per valori ne- 
gativi di m ; infatti , supponendo m — — ni , — m diverrà 
m', e la formula (1) si cangerà in 



/ 
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a — il suo valore -4ri 

sostituendo aci « a - 


fJBit * 

a =-r 


ho a evidentemente esatta. 

Cbe 39 La convenzione precedente permette, come ab- 
biamo detto, di generalizzare diversi teoremi: 

4° La formula 



che è stata dimostrata (36, 5°) soltanto per m>», è 
vera anche quando m<Cn; infatti allora abbiamo 



ijis por la nostra convenzione, 

1 — — a" 


dunque, finalmente. 



Osservazione. Supponendo m = », ^ sarebbe 

eguale alla unità, ed a m ~ K diverrebbe a°; se dunque vo- 
gliamo che la formula (2) si estenda anche a questo caso, 
bisogna far la convenzione di riguardare la potenza zero „ 
di un numero come eguale all’ unità. Essendo questa una 
convenzione, non si deve dimostrare. 

2° Abbiamo stabilita (36, 3°) la formula 

3 ) (a m ) n = a mn , 
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qualunque siano i numeri positivi m e ». Questa for- 
mula è vera anche se uno o tutti due sono negativi. 

Supponiamo primieramente m positivo e n negati- 
vo, ed eguale a — »', la formula (3) diviene 

(a m )~ n, = à~ mn \ 


ovvero, per le nostre convenzioni, 

< i 

(a")"' a mn> ’ 

che è esatta, perchè (a"’)"' = a wn '. 

Supponiamo m negativo e eguale a — ni, e n posi- 
tivo; la formula (3) diviene 

(a~ m ') n = a - *'", 

cioè, per le convenzioni stabilite, 

i t 

(a m ') n a mn ’ 

che è evidentemente esatta. 

Supponiamo finalmente me» negativi ed eguali a 
— *»' ed a — ri: la formula da dimostrarsi diviene 

(a—')-”' = 0 <— -X— '» — or’*, 
ossia, per le nostre convenzioni, 

(° ) — rrv' — ~~r ~ = a i 

1 I mi 


che dimostra la formula (3) anche in questo caso. 

3° Abbiamo (36, 4°) 

(4) o m Xo" = a m+n , 

qualunque siano i numeri positivi nen. 

Questa formula è sempre vera anche se uno dei nu- 
meri ne», o ambedue sono negativi. Supponiamo pri- 


Digitized by Google 



, ‘SS. 

40 TRATTATO ELEMENTARE d’ ALGEBRA. 

mieramente m positivo e » negativo ed eguale a — n'; 
questa formula diverrà 

o*Xa”*' = 

Sostituiamo ad a - *', essa diverrà 



che è stata dimostrata (39 , 1°). 

4° Supponiamo ora m e » negativi ed eguali a — v>' 
ed a — la formula (4) diviene 

ovvero 

</_L L_ 

o“'Xa"' a m ' +n ', 

che è evidentemente esatta. 

5° Dalla formula (4) se ne deduce la seguente: 



perchè sostituendo a“" ad a", quest’ ultima diviene 

a m y(cr n =■ a m ~ n , 
cioè 

che è vera (3°), qualunque siano i numeri m e n, posi- 
tivi o negativi 

JEserci&t. 

i» *= [— Q— 
sodisfa alla equazione 

4c’-h3px-t-2g = o. 
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2° Si ha 


| W(a*— 6) Iji.,. ^ g — (q«— 6) 1 ] | _ (a+6 iji 


3° Ridarre 


aH-y'® 2 — 1 * — v'x’ — 1 
_ Tl ' • 

X— ^/x *— 1 — 1 


j c * + 2/»-i-[(e»- t -2/ i )*~e , ]5 | *-+■ ! e»+2/*-[(e , +2 /*)*-«*]* { i 




Digitized by Google 


42 


/ 


CAPITOLO IV. 

EQUAZIONI DI PRIMO ARIDO 
A UNA SOLA IIOOAHITA. 


Definizioni. 


iO. Si chiama identità la espressione della egua- 
glianza che esiste tra due quantità numeriche, ovvero 
tra due formule, quando è verificata per qualsivoglia 
valore particolare attribuito alle lettere che esse cor* 
tengono. 

Esempi. 5 = 5,8=74-1, 

(o-4-ò)* — fl 1 4-2GÒ4-ò*, 
fl™Xo" = a m+ ' 

sono identità. * 

41. Si dà il nome di eauazione alla espressione di 
una eguaglianza, che verificandosi soltanto per alcuni 
particolari valori delle lettere che contiene, può servire 
alla determinazione di questi valori. 

Le due quantità di cui la equazione esprime la egua- 
glianza, si chiamano i due membri della equazione. Le 
lettere delle quali ci proponiamo di determinare i va- 
lori in modo che rendano esatte una o più equazioni, 
si dicono le incognite di queste equazioni. La loro de- 
terminazione constiluisce la risoluzione della equazione 
o delle equazioni considerate. La risoluzione delle equa- 
zioni è la parte la più importante, e per alcuni autori, 
il vero scopo dell’ algebra. 
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Principj generali relativi alle equazioni. 


42. Teorema. Si può aggiungere uno stesso nu~ „ 
mero ai due membri di una equazione, senza alterare 
le condizioni che essa impone alle incognite. Infatti, è 
evidente che le equazioni 

A = D, 

A-hm = B-hm 

sono perfettamente equivalenti , perchè ciascuna è conse- 
guenza dell’ altra. 

Osservazione I. m rappresenta un numero qua- 
lunque positivo o negativo; dunque non aggiungiamo 
nulla alla generalità dell’ enunciato precedente, dicendo, 
si può, senza cangiare il significato di una equazione , 
aggiungere o togliere uno stesso numero ai due membri. 

Osservazione II. Se il numero m è eguale, e di 
segno contrario a uno dei termini della equazione, lo 
distruggerà, e questo termine disparirà dal membro in 
cui si trovava per ricomparire nell’ altro con un segno 
differente. Si può dunque trasportare un termine da un 
membro nell' altro, purché gli si cangi il segno. 
Esempio. Sia la equazione 

2+-# = 5 — 3x, 

aggiungendo — x ai due membri, si ottiene 
2 = 5 — 3x — x, 

e il termine x è passato, come si vede, da un membro 
nell’altro, cangiando segno. 

43. Teorema. $i possono moltiplicare i due mem- 
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bri di una equazione per uno stesso numero senza can- 
giare le condizioni che essa impone alle incognite. 
Infatti, è evidente che le equazioni 

A = B, 
mA — mB 


sono perfettamente equivalenti; perchè ciascuna di esse 
è conseguenza dell’ altra. 

Osservazione I. Il principio precedente suppone 
essenzialmente che m sia differente da zero. Dunque 
quando si saranno moltiplicati i due membri di una 
equazione per un numero indeterminato, bisognerà, nei 
ragionamenti che si faranno in seguito, evitare le ipo- 
tesi che renderebbero questo numero eguale a zero. 

Osservazione II. Moltiplicando i due membri di 
una equazione per il prodotto dei denominatori dei suoi 
differenti termini, si fanno sparire tutti i denominatori. 
Si dice allora che si sono mandati via i denominatori. 

Esempio. La equazione. 


( 1 ) 


24-- = x — 1 
x 


+ 


3 

X+l 


diviene, moltiplicando i due membri per #(aM-l), 

(2) ~ 2x l -h'2x-hx-+-i = x'—x+Zx. 

Bisogna però osservare che non si potrebbero so^ 
stituire l’una all’ altra le equazioni (1) e (2), se si 
avesse x — o ovvero x = — 1; perchè queste due ipo- 
tesi annullano il fattore x(x+i), per il quale si sono 
moltiplicati i due membri della equazione. 

Osservazione II*. Se i denominatori dei differenti 
termini della equazione non sono primi tra loro, ana- 
logamente a ciò che abbiamo fatto in Aritmetica per la 
riduzione delle frazioni allo stesso denominatore, sarà 
utile di moltiplicarne i due membri per il fattore più 
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wtvji'**.- - 

• * «p.' * ^ 

l. , . 


semplice che li fa sparire lutti, il quale evidentemente 
sarà il minimo multiplo di tutti i denominatori medesimi. 

Esempio 1°. Sia la equazione 

2x 1 x_ 1 

9 6 Ì2~ 4* 

Per mandar via i denominatori basterà moltiplicare 
tutti i termini della equazione per 36, minimo multiplo 
di 9, 6, 12, 4, e si avrà 

8# — 6 = 3x — 9. 


Esempio 2°. Si abbia la equazione 

x _1 x 1 

4 bc 6 b* 3ac* 2o* 

/ 

11 minimo multiplo sarà 12a ! 6V, e moltiplicando per 
esso i due membri della equazione, si avrà 

3a*bcx— 2oV = 4 ab'x — 6 dV. 


Mostreremo in seguito come si possa trovare il 
più semplice fattore divisibile per tutti i denominatori, 
quando sono polinomi. Qualchevolta però la sola abitu- 
dine del calcolo serve a farne trovare uno più semplice 
del prodotto di tutti i denominatori. 

Sia, per esempio, la equazione 

_j | « < 

x — ci x+a x 1 — à 1 

x'— o 1 , che è eguale al prodotto di x+a per x— o, è 
divisibile per x+a, x—a, x'—a *, ed è più semplice del 
prodotto di tutti Irei denominatori. Moltiplicando per esso 
F equazione, i denominatori spariscono, e si ha 

x-ha-hx—a = 1 . • 
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Osservazione III. Poiché si possono moltiplicare i 
due membri di una equazione per un numero qualunque, 
si potranno anche dividere: perchè la divisione per m 

non è altro che la moltiplicazione per — Soltanto biso- 
gna che il numero m per il quale si divide non si sup- 
ponga mai nullo. Quando dunque si saranno divisi i due 
membri di una equazione per uno stesso numero m, bi- 
sognerà astenersi in seguito dalle ipotesi che rendessero 
questo numero eguale a zero. 

Esempio. Alla equazione 

(^J)(2x+l) = (ì>4)(3+|) 

/ f 

può sostituirsi l’altra 

2x-hi “ 3+- , 
x 

la quale si ottiene dividendo i suoi due membri per 
x—i, ma questa sostituzione non è legittima altro che 
se a? è differente da 1. Infatti, la prima equazione è so- 
disfatta da x = 1 , mentre la seconda non lo è. 

44. Perchè si possano sostituire due equazioni 1* una 
all’altra, bisogna che ciascuna sia una conseguenza del- 
l’ altra. 

Per esempio, alla equazione 
A* = 3' 

non può sostituirsi 

A — B, 

benché la prima equazione sia una conseguenza della se- 
conda; perchè la seconda non è una conseguenza neces- 
saria della prima; i due quadrati A 1 e 3* potendo essere 
eguali senza che siano eguali A e B, poiché per ciò è 
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sufficiente, secondo nostre convenzioni (23), che si ab- 
bia A = — B. 


Equazioni di primo gTado. 

45. Quando le incognite non entrano nella equa- 
zione elevate a potenze superiori alla prima, nè compa- 
riscono in alcun denominatore, nè sotto alcun radicale, 
nè moltiplicate tra loro, si dice che la equazione è di 
primo grado. 

La forma più generale di una equazione di primo 
grado è 

{1) ax -+- b — a'x -f- b'; 

x indieando la incognita, e a, b, a', e V, numeri dati. 
Infatti, la equazione proposta, se è di primo grado rap- 
porto a x, non conterrà in ciascun membro, altro che 
ilei termini conosciuti che si potranno riunire in un solo, 
e dei termini di primo grado in x, la somma dei quali 
evidentemente ha la forma ax, a'x. Se, per esempio, si 
volesse che la equazione (1) rappresentasse 

5 — 3x = hx — 2, 

basterebbe supporvi a — — 3,6=5, a'= 4, 6'= — 2. 


Risoluzione delle equazioni di primo grado a una incognita. 


46. Riprendiamo la equazione generale 

ax 4- 6 = a'x -f- 6\ 

' / 

Facendo passare (42) il termine 6 nel secondo membro, 
e a'x nel primo, abbiamo 

ax — a'x — 6 ' — 6, 
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ossia 

(o — c!)x—b' — b, 
la quale evidentemente equivale a 



Questa formula rappresenta un numero positivo o 
negativo, che sostituito nella equazione (1), e trattato 
colle regole convenute, renderà il primo membro eguale 
al secondo. 

Esempio. Sia la equazione 

54 - 7 * = 2 # 4 - 9 ; 

la formula precedente d à 

9-5 4 

* = 7=2 = 5* 

Sia ancora 

4-f-3a? = 7-J-6#; 

troveremo 


Si verifica facilmente che i valori # = g, * = — 1 
sodisfanno alle equazioni proposte. 


Equazioni che sì riducono al primo grado* 

47. Dna equazione che non è di primo grado, può 
divenire tale in alcuni casi, per mezzo di convenienti 
trasformazioni. Ne daremo vari esempi. 
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1° Sia la equazione (a) 

\A-kc = 4 — s/x; 

inalzando i due membri a quadrato, si ottiene 
4-t-a? = 16 — 8\/x-hx; 

e facendo passare alcuni termini da un membro nel- 
l’altro, e sopprimendo quelli che si distruggono, 

9>y/x — 12, 

e inalzando a quadrato i due membri, 

64a? = 144, 

144 9 

a? ~ 64 “4* 

Osservazione. Il calcolo precedente prova soltanto 
che il solo valore di x che può sodisfare alla equazione 

proposta è x = r ; ina per essere certi che questo valore 
**• 

sodisfa di fatto, bisogna veriiìcarlo con una sostituzione 
diretta. Infatti, osserviamo, che la equazione 

4-f# = 16— 8y/aMsc , 

sebbene sia una conseguenza della proposta, e debba 
esser sodisfatta dagli stessi valori di x, pure potrebbe 
esser sodisfatta senza che lo fosse la proposta, se aves- 
simo 

\/h+x = — (4— \A) ; 

perchè due numeri eguali , e di segno contrario hanno 

g 

lo stesso quadrato. Sostituendo a a: il suo valore ab- 


(a) In querta equazione i-v-ar e i\/ x indicano numeri positivi/ pei 
ora latriamo da parte il doppio valore che può esser loro attribuito. 


4 
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y/h H-* = y'4+? = 'v/^ = |, 

v' x =Vl=b 


quindi la proposta diviene 


5 , 3 

2~ 4 2 ’ 


che è una identità. li valore trovato per x sodisfa; ina 
era indispensabile di verificarlo (44). 

2° Sia ancora 

-26 

1 + 2 * 1 - 2 * 

Moltiplichiamo i due membri per il prodotto (14-2#) 
(1-2*), ossia per 1—4#’: si ottiene 

c(l-2x)+a(l+2*) = 26(1—4**), 

ed eseguendo le moltiplicazioni e sopprimendo i termini 
che si distruggono, 

2a = 26—86#*, 

la quale, prendendo #* per incognita, è una equazione 
di primo grado, e dà 

, 26— 2a 6— a 

X 86 ~Tb" 


Risoluzione dì alcuni problemi. 


48 . Daremo fin d’ora alcuni esempi della utilità 
delle equazioni nella risoluzione dei problemi. 

Problema 1°. Trovare lo sconto d’ un biglietto 
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di 1500 fr., pagabile tra cinque mesi, valutando il 
fruito al k per 100. 

Indichiamo con *lo sconto, cioè quel che si ritiene nel 


pagare il biglietto. Si darà al portatore 1500— *, e questa 
somma dovrà esser tale, che posta a fruito per cinque me- 
si, produca un frutto eguale ad x; ora 100 fr. in un anno 

rendendo 4 fr., in cinque mesi renderanno c *°® ó 

di franco. 

Il frutto d’un franco, nello stesso tempo, è dun- 
5 

q ue óoo’ e q uell ° di *500— *, è 

oUvJ 


3^‘500-x), 


quindi si dovrà avere 


5 

331) 


(1500 — x) —X, 


e mandando via il denominatore 

5X1500—5* = 300*, 

equazione di primo grado, dalla quale si ricava 

5X1500 

X — — ; 

305 


Problema 2°. Si hanno due verghe d' argento, i 
titoli delle quali sono 0,775 e 0,91»0; qual peso bisogna 
prendere di ciascuna di esse, per formare 25 gr. di 
lega, il titolo della quale sia 0,900? 

Sia * il numero dei grammi che si debbono pren- 
dere dalla prima verga, e per conseguenza 25— *, quelli 
che si devono prendere dalla seconda. 

11 peso dell’ argento contenutò in * grammi della 
prima verga è xy<0fHó. 

La quantità di argento contenuta in 25—* grammi 
della seconda verga è (25— *)X0>940. 



«■ 
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Dunque la quantità totale dell’ argento contenuta 
nella lega è 

*X0,TT5+(25-a:)X0,940. 

Poiché il titolo della lega è 0,900, tutta la quantità 
di argento contenuta in 25 gr., deve essere eguale 
a 25X0,900, e quindi si deve avere 

*X°ì77 5 +(25-ar)X0,9à0 = 25X0,900, 

equazione di primo grado, da cui si dedurrà il valore 
di x. 

Problema 3°. La distanza da Parigi a Bouen è 
di 137 kilometri. Il carbone costa a Parigi 4 fr ,25, 
ogni cento kilogrammi, e a Bouen 4 fr ,75; essendo le 
spese di trasporto di 0 fr ,09 per ogni tonnellata e per 
ogni kilomelro, quale è il punto della strada , per il 
quale vi è lo stesso vantaggio a far venire il carbone sì 
dall’ una che dall’ altra città ? 

Sia x la distanza del punto cercato da Parigi, e 
quindi 137— a:, la distanza da Rouen. 

Dna tonnellata di carbone comprata a Parigi, co- 
stà 42 fr ,50. 

Le spese di trasporto alla distanza x, sono a?X0,09. 
Il prezzo totale di una tonnellata comprata a Parigi 
sarà dunque 

42,50+a?X0,09. 

Dna tonnellata comprata a Rouen e transportata alla di- 
stanza 137 — x costerà 

47,50 -f-( 1 37 — #)0,09 ; 
avremo dunque la equazione 

42,50-t-xX0,09 = 47,50-t- (137 — x)0,09 , 

dalla quale si ricaverà facilmente il valore di x. 
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Oizervazioni *ul modo di porre i problemi in equazione. 

49. Porre un problema in equazione, non è altro 
che esprimere con una o più equazioni le condizioni 
comprese nell’enunciato. È impossibile di dare una re- 
gola per questo , che sia compiutamente generale. 

Esaminando con cura l’ enunciato di un problema, 
si vedrà quasi sempre, che si tratta di rendere certe 
quantità eguali tra loro. Dopo avere riconosciuto quali 
sono queste quantità, si cercheranno le formule che ne 
esprimono il valore, e eguagliandole tra loro, si otter- 
ranno le equazioni richieste. Riprendiamo, per esempio, 
i tre problemi trattati di sopra. 

Problema 1°. Trovare lo sconto di 1500 fr. paga- 
bili tra cinque mesi, vuol dire trovare una somma che 
posta a frutto per cinque mesi, sommala col frutto reso 
in questo tempo, divenga eguale a 1500 fr. 

Problema 2°. Fare una lega di argento a 0,775 con 
dell’ argento a 0 940, in modo da formare 25 gr. di lega 
a 0,900, vuol dire fare in modo che tutto l’argento con- 
tenuto nei 25 gr. di lega, sia eguale a 0,900X25. 

Problema 3°. Bisogna fare in modo che il prezzo 
di una tonnellata di carbone trasportata da Parigi al 
punto cercato, sia eguale al prezzo di una tonnellata 
trasportata da Rouen allo stesso punto. 

Osservazione. In quasi tutti i problemi numerici, 
porre in equazione un problema non è altro, per così 
dire, che tradurre in linguaggio algebrico, l’enunciato 
in lingua italiana. Può accadere che sembri di non po- 
tere immediatamente tradurre l’enuncialo in formula, 
ma ponendo attenzione al senso più che alle parole, non 
si troverà quasi mai difficoltà. Il lettore potrà eserci- 
tarsi sui problemi indicati qui appresso. 
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Esercizi. 

1°. Due vasi di capacità v e v' contengono ciascuno un 
mescuglio di acqua e di vino, nel rapporto di m ad n per il 
primo, di m’ a ri per il secondo. Qual capacità si deve dare 
a due altri vasi eguali tra loro, perchè riempiendoli contem- 
poraneamente uno in n, 1’ altro in rf, e versando in ciascuno 
di essi cièche è stato preso nell’altro, la proporzione del- 
l’acqua e del vino divenga la stessa in ambedue i vasi? Di- 
mostrare a priori che il risultalo deve essere indipendente 
da m, n, ni e ri. 

2°. Adottando le resole indicate Cap. I, esercizio 7°, per 
la determinazione del prezzo dell’acquavite, trovare quanta 
acquavite ad a fr. il litro bisosna mescolare con acquavite 
a 6 fr. il litro, per ottenere un litro di acquavite a e fr. 
j~ 3°. Le lancette delle ore, dei minuti e dei secondi, sono 
sulla cifra 12 della mostra di un orologio; dopo quanto tempo 
la lancetta dei secondi dividerà in due parti eguali l’angolo 
formalo dalle altre due? 

-f" 4°. Tre mobili percorrono una stessa linea retta con 
moto uniforme, colle velocità «, ri e v"; si trovano ora alle 
distanze a, a 1 e a" da un punto 0 di questa reità, dal quale si 
allontanano tutti tre: dopo quanto tempo il primo sarà ai tre 
quinti della distanza che separa gli altri due? 

-f- 8°. Due persone A e B , hanno fatto una scommessa di 
12 fr.; se A vince, diviene tre volte più ricco di B ; se perde, 
sarà soltanto due volte più ricco di B. Quanto è ora il de- 
naro di ciascuno? 

6°. Un reltansolo, la larghezza del quale è doppia del- 
P altezza, è tale che se ogni lato è aumentato di un metro, 
(a sua superficie è aumentala di nove metri quadrali. Quale 
è la lunghezza dei suoi laliVcn^f M C)<^ 

7°. Trovare ire termici di una progressione geometrica 
che superino d’ una stessa quantità i numeri 3, 8, e S. 

8". Dalo un parallellepipedo rettangolo, determinare il 
lato di un cubo in modo, che le superfìcie dei due solidi siano 
nel medesimo rapporto che i loro volumi. 
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Trovare una proporzone, i quattro termini della quale 
superino dì una stessa quantità quattro numeri dati a,b,ced. 


10°. Risolvere 


y/ 1 — y/x‘ — x 1 = x— i. 


ii # . » 


Va-wr-'y/ ^ = -v/ian-®. 


12 ». 

13 °. 

14 °. 

18 °. 

16 °. 

17 °. 

18 °. 

19 °. 


y/a-hx-+-\/a — x _ 
y/a-t-x— y/a - x 


y/Ò. 


X-j-y / fl y/ X — 

( 2 +*)^+®^ = 4 ( 2 +*)-*. 


tt-V 


V w*-y*-v* = iy 

® = y/ ®’-t- 2 a yV -t- ® s — a. 

2 ® + 2 Va' x* =■ 


8 a* 


Va 1 


■®' 


(a -i- ®i n (a -t- ®i" _ a? 
a x — ~ e 


-V^20°. n pietre sono disposte in linea retta, a dieci metri 
di distanza una dall’altra: determinare su questa retta la 
posizione di un punto X, in modo che per trasportare suc- 
cessivamente ogni pietra al punto X, si debba Fare un cam- 
mino doppio di quello che si deve fare per trasportarle tulle 



«a 

nel posto occupato dalla prima p . eUa> 0 

bedue i casi, che si parla a p di uomini egua e 
V ai». Sono necessari un nume, . n n gtofnl un 

Enumero di donne eguale^». ^ue bisogna a^_ 

vero rappresentato da m,^ ^ giorni, un lavoro r 

ad o-P uomini, per intendono 

7 £2 -* --ir ss *. -cr js: 

' in ‘■“•CTS.'Srf . quelli 

7 ,:T ..“^^“ doid “°' 8 

«imo secondo. 
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50. Si può, in generale, determinare il valore d’un 
numero qualunque d'incognite, quando sono date altret- 
tante equazioni di primo grado tra le medesime. Questo 
è ciò che mostreremo nel presente capitolo. Ala avanti 
stabiliremo alcune proposizioni sui sistemi di più equa- 
zioni. 

Un sistema di equazioni, è l’ insieme di più equa- 
zioni che devono essere sodisfatte contemporaneamente. 

Se ciascuna equazione contenesse una sola delle inco- 
gnite, si risolverebbero tutte separatamente, e si avreb- 
bero tanti problemi distinti quante fossero le equazioni 
da risolversi. Ma quando le incognite entrano contem- 
poraneameute in più equazioni, la questione diviene più 
diffìcile. 

51. Si dice che due sistemi di equazioni sono equi- 
valenti, quando i valori delle incognite, che sodisfano 
l’uno e l’altro, sono assolutamente i medesimi; o* con 

altre parole, quando le equazioni di ciascuno dei siste- V 

mi sono una conseguenza di quelle dell’altro. 

Quando due sistemi sono equivalenti si possono so- 
stituire l’ uno all’altro. 

52. Teorema 1° Dato un sistema di equazioni, si 
può sostituire a una qualunque di esse l' equazione 
ottenuta sommando le equazioni proposte, membro a ( 
membro. 
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Così, il sistema di equazioni 
A- A\ 

B — B' , 

c=c, 

è equivalente ad 

A-hB-hC= A'+B'-hC, 

B = /?’, 

C=C'. 

Infatti, è evidente che il secondo sistema è una con- 
seguenza del primo. Reciprocamente, il primo è una 
conseguenza del secondo, perchè B e C sono rispettiva- 
mente eguali a B' e C, B-hC è eguale a /?'-+- C', e B+C 
aumentalo di A non può essere eguale a B'+C aumen- 
tato di A', se A' non è eguale ad A. 

La dimostrazione è indipendente dal numero delle 
equazioni. È evidente poi che invece di sommare mem- 
bro a membro tutte le equazioni che compongono un 
sistema, si può anche sommarne una parte soltanto, e 
che prima di sommare le equazioni si possono moltipli- 
care per numeri qualunque; con che non si alterano (43) 
le condizioni imposte alle incognite. 

53. Teorema 2°. Quando una delle equazioni d’un 
sistema è risoluta rapporto a una incognita, si può so- 
stituire a questa incognita il suo valore, nelle altre equa- 
zioni, e ridurre così il sistema proposto a un altro che 
abbia una incognita e una equazione di meno. 

Cosi il sistema 

x = A, 

B—.B\ 

C = C, 

D=D', 

in cui B, B C, C, D, D’ contengono in un modo qua- 
lunque le quantità incognite, e A può contenere tutte 
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le incognite tranne x, è equivalente a un altro compo- 
sto della equazione x = A, e di altre tre ottenute sosti- 
tuendo a a? il valore A, in B = D' , C— C, D = D\ In- 
fatti, poiché la equazione x — A fa parte dei due siste- 
mi, qualunque dei due sia sodisfatto, si potrà sostituire 
il ad a;, o a; ad A, nelle equazioni rimanenti, e passare 
così dal primo sistema al secondo, o tornare dal secondo 
al primo, in guisa che essendo ciascuno una conse- 
guenza dell’ altro, i due sistemi sono equivalenti tra loro. 

Osservazione. Quando, nelle equazioni 
C=C, D = D’, si sostituisce ad x il suo valore A, 
questa incognita sparisce dalle equazioni. Si dice allora 
che è eliminata : in generale eliminare una quantità tra 
due o più equazioni, vuol dire combinare queste equa- 
zioni in modo che la quantità considerata sparisca dal 
risultato. 


Riioluzione di due equazioni di primo grado 
a due iusoguite. 


5 f ». Se x ed y rappresentano le due incognite, le 
equazioni non potranno contenere che tre specie di ter- 
mini: 

Termini di primo grado in x. 

Termini di primo grado in y. 

Termini conosciuti. 

Si possono far passare, nel primo membro, tutti i 
termini inare y e riunire, coll’ addizione dei coefficienti, 
quelli che contengono la stessa incognita. Facendo pas- 
sare egualmente nel secondo membro tutti i termini co- 
gniti, e riunendoli in un solo, queste equazioni pren- 
deranno la forma 

(1) ax+by = c, 

(2) a'x-+-b'y — c', 
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a, b, e, a\ b', e', rappresentando numeri conosciuti. Si 
può sostituire alla equazione (1) 


e il sistema diviene 



(2) a'x+b'y — d\ 

ma sotto questa forma (53) equivale al seguente 



« 


a 


La seconda di queste due equazioni contiene la sola in- 
cognita y, rapporto alla quale si può risolvere; e cosi 
determinata y, la prima farà conoscere x. 

Moltiplicando i due membri della equazione (4) per a, 
essa diviene 



d(c—by)+ab’y — ac\ 

o anche 

( ab’—db)y = ac'— de 

oppure 

ad— de 

(5) 

• 

•O 

'q 

1 

'•§ 

II 


Sostituendo questo valore di y, la equazione (3) di- 
viene 

cab'-ea'b—imf-t-Me 

*= — 1,6 aK-irtj 

a 


Digitized by Google 



CAPITOLO V. 


61 


ovvero 

,gx x cab' — bao ' eb'—c'b 

a(ab' — ab) ab'—a'b 

Le formole (5) e (6) facendo conoscerei valori di x 
e di y, le equazioni proposte sono risolute. 

55. Osservazione I. Le equazioni 

ax-\-by — c, 
a'x-\-b'y = c\ 

hanno per soluzioni 

cV—c'b 
ab' — ab' 
c'a—a'c 
ab—a'b ’ 

Si riterranno facilmente queste formule per mezzo 
delle osservazioni seguenti. 

I valori delle due incognite hanno per denomina- 
tore comune ab'—a'b. 

Per formare il numeratore del valore di ciascuna 
incognita, bisogna sostituire, nella espressione ab' — a'b, 
a ciascuno dei coefficienti che nelle equazioni moltipli- 
cano questa incognita, il termine tutto cognito delia 
equazione corrispondente (ad a e ad a', c e c', per il va- 
lore di x, a b ed a b\ c e c', per il valore di y). 

Osservazione II. Le formule precedenti danno, 
in generale, per ogni incognita un valore unico e de- 
terminato. In alcuni casi particolari che saranno esa- 
minati in seguito, queste formule possono divenire illu- 
sorie. Le soluzioni cessano allora di esistere, o diven- 
gono indeterminate. 

56. Vi sono altri metodi spesso usati per la risolu- 
zione di due equazioni a due incognite: benché non dif- 
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feriscano, in sostanza, da quello sopra spiegato, non- 
dimeno crediamo di non potere tralasciare d’ indicarli. 
1° Siano le equazioni 


( 1 ) 


^ ax - f by — c, 

( a'x-hby = c'; 


moltiplicando i due membri della prima equazione 
per a’, e i due membri della seconda per —a, esse di- 
vengono 

i aa’xA-bdy — ca\ 

' ' f —aax—b’ay =. — da. 

Sommandole membro a membro, si ottiene la equazione 
(3) (ba! — ab’)y = ca! — da , 


la quale può (52) sostituirsi a una di esse, e dà 

mi ca! — da 

^ ba’—ba 


Conosciuta y, una delle date equazioni farà conoscere x. 
Si può anche cercar direttamente il valore di questa in- 
cognita, eliminando y come abbiamo eliminato x. 

È evidente che la riuscita del metodo dipende dal- 
l’avere ottenuto le equazioni (2), nelle quali la inco- 
gnita x ha i coefficienti eguali e di segno contrario, ciò 
che permette di eliminarla coll’ addizione. È bastato per 
questo moltiplicare i due membri delle equazioni pro- 
poste per i fattori a! e — a; in alcuni casi si può adot- 
tare un moltiplicatore più semplice, come nella ridu- 
zione delle frazioni allo stesso denominatore, che è una 
operazione analoga. (Vedi Aritmetica). Supponiamo 
che i coefficienti di x abbiano un divisure comune jt, e 
che le equazioni proposte siano 


Ayx+By = C, 
A'nx-b-B'y =C' ; 
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moltiplicando la prima equazione per A' e la seconda 
per — A, esse diverranno 

AA)ix+JìA'y = CA\ 

— AA'jxx — B'Ay = —C'A , 

e basterà sommarle per eliminare x. 

2° Si può ancora risolvere il sistema 

(1) ax+by — c, 

dx-r-b'y = <f 

nel modo seguente : sf deduce dalle equazioni proposte 



ed eguagliando i valori di x, 

c — by _ c'—b'y 


equazione a una sola incognita, che farà conoscere y. 
Conosciuta y, una o l’altra delle equazioni (2) permette 
di determinare x. 


Rizoluzioue di un numero qualunque di equazioni 
di primo grado. 


57. Per risolvere un numero qualunque di equa- 
zioni di primo grado tra un numero eguale d’ incognite, 
si può dedurre da una di esse il valore di una incognita, 
e sostituirla (53) in tutte le altre che conterranno allora 
una incognita di meno. La risoluzione di n equazioni a 
n incognite si ridurrà così a quella di n— 1 equazioni 
ad n— 1 incognite; queste si ridurranno egualmente a un 
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sistema di n— 2 equazioni a n— 2 incognite, e conti- 
nuando cosi , saremo condotti a una equazione con una 
sola incognita. 

11 processo indicato è assai semplice, perchè quanto 
abbiamo detto basti per intenderlo e farne uso. 

58. Si risolvono le equazioni di primo grado anche 
con un altro metodo, che spesso riesce più comodo. 

Siano n equazioni di primo grado a n incognite 

ax-hby-\-cz-h =k. 


a n -xX+b n _ ì y-i-c n _ l z+ • • • = As- 
sommiamo queste equazioni, dopo averle moltipli- 
cate, cominciando dalla seconda, per dei numeri inde- 
terminali X, A, . . . otterremo 

(2) a^flw-X^jH HX n _ 1 a B _,)-f-?/(6-4-X 1 é I -i-...-t-X B _ I 6 B _ I )-f. 

-Ì-S(c-+-X j <? 1 H hX^ , C B _,)-J- • •= Ah-A, A, H hA B _|X B _, , 

• 

e questa nuova equazione può sostituirsi (52) a una qua- 
lunque delle proposte, qualunque siano i numeri X x , 
X,, . . . X B _, ; ora noi possiamo determinare questi nu- 
meri in modo che le equazioni 

ò-t-òjAj-t- • • • X B _, = o, 

(3) c 4 -c,X,-(- • • • -f-c„_jX B _, = o. 


siano sodisfatte, e basterà per questo risolvere n— 1 
equazioni an-1 incognite. Sla allora la equazione (2) 
non conterrà più altro che la incognita x, e permetterà 
di determinarne il valore; conosciuta x, il sistema non 
conterrà più altro che n — 1 incognite. 

Col metodo che abbiamo indicato si possono risol- 
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vere n equazioni a n incognite, purché si sappia risol- 
vere un sistema che contenga una incognita di meno. 
Quindi, poiché sappiamo risolvere due equazioni a due 
incognite, potremo risolvere un sistema di tre equazioni 
a tre incognite: e perciò anche un sistema di quattro 
equazioni con quattro incognite, e cosi di seguito. Otter- 
remo sempre, qualunque sia il numero delle incognite, 
una formula che dà il valore di ciascuna delle medesi- 
me espresso per mezzo dei coefficienti. In alcuni casi 
particolari, queste formule potranno essere illusorie, e 
allora le equazioni saranno impossibili o indeterminate; 
ma qui non entreremo in questa discussione. 

59. Si può anche risolvere il sistema proposto, pro- 
cedendo per ogni incognita come abbiamo fatto per x, 
e ottenerle così una indipendentemente dall’ altra. Poi- 
ché il ragionamento precedente dimostra che, in gene- 
rale, esiste sempre un sistema di valori che sodisfa alien 
equazioni proposte, saremo certi, che le soluzioni tro- 
vate in questo modo, e che evidentemente sono le uniche 
possibili, vi sodisfaranno effettivamente. 

60. Applicazione. Si debba risolvere il sistema 

I ax+by+cs —k, 
a'x-\-b'y-i-c's — k\ 
a"x-ì-b"y-i-d's = k". 

Sommiamo queste tre equazioni dopo avere moltiplicata la 
seconda eia terza per le indeterminate X' e X"; otterremo 

X -4 -ot\")-{-y(b-bb X -4 -U X 1 *) -h*(c-hc'X' -t-c , X n ) 

= A-h*X’-hA"X\ 

fc-t-6Y-+-6V = o, 

C— HC X -HC X — o , 


Ponendo 

( 2 ) 
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avremo 

_k+k'k’- f-AV < 

X a-t-àk'+dW 

Sostituendo i valori di A' e di A" ricavati dalle due equa- 
zioni (2) a due incognite, 

. , b”c — bd' „ _ c'b—cb' 

~b'c"—b"c" " b'd-b'd 1 

e moltiplicando i due termini della frazione per b'd'—b"c\ 
otterremo 

kb'd'-kb"c'+k’b"c—k’bd'-l~k'’db-k"cb' 

X ab'd' — abc'+db"c—abd‘-i-d’db—dcb' * 

Si troverà egualmente 

ak'd'—ak"c'-hdk"c—dkd'-+ d'c'k — d'ck' 

^ abc" — ab"c~\~a'b'c — dbd , -\-d’c’b — d'cb' ’ 

ab'k!'-aV'k'+db"k-dbk! l +d'k , b-dkb' ' 

Z ab'd 1 — ab"c'~>rdb' c—a'bd’+dc'b — a'b'c 

Si hanno formule analoghe, nel caso di un numero 
qualunque di equazioni ; ma per ora non ne daremo nè 
la dimostrazione generale nè la discussione. 

6i*. Osservazione I. Se invece di moltiplicare le 
equazioni (1) per ì, A', A", si fossero moltiplicate 
per m, mk\ wzA'', essendo m un numero qualunque, si 
sarebbe ottenuto, sommandole , 

x(ma+m\'d +myd')-i-y(inb-hTnVb' -*-rnk"b'')-{-x(tnc+m\'d -hml''d') 

e prendendo per A' e A" i valori che sodisfanno alle (2), sa- 
rebbero egualmente spariti i termini in y e s, e avrem- 
mo ottenuta una equazione colla sola incognita x. 

Per avere i moltiplicatori interi, basterà prendere 
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tn eguale al denominatore comune dei valori di X' e X". 
Così avremo 

tn — b’c" — 6Y , tn)! = b'c—bd\ mk* = be'— tic 

Se questi tre moltiplicatori avranno un fattore comune q, 
si potrà sopprìmere, perchè così non sì fa altro che 
prendere per tn il valore precedente diviso per q, e si 
rende il calcolo più semplice. 

Osserviamo che i tre fattori che servono ad elimi- 
nare x, sono construiti nel modo seguente: il moltiplica- 
tore della 1*. equazione è formato dalla differenza dei 
prodotti in croce dei coefficienti di y e di z nella 2* e nella 
3* equazione; quello della 2* è formato egualmente con 
i coefficienti di y e di z, nella 3* e nella 1*; quello della 3* 
con quelli delia 1* e della 2*; i tre fattori che servono 
ad eliminare y si ottengono, mutando in questi i coeffi- 
cienti di y in quelli di z, quelli di z in quelli di x; e per 
i fattori relativi a z, si mutano nei precedenti i coeffi- 
cienti di z in quelli di x, quelli di x in quelli di y. 

Moltiplicando le tre equazioni per i rispettivi fattori 
che servono ad eliminare due incognite e sommandole, 
si ottiene il valore di una di queste, e in modo analogo 
si hanno poi successivamente quelli delle altre due. 
Esempio. Siano le equazioni 

hx — 8y-f-6s = 1, 

2ar— 12 y — 4s = 3, 

6x-t- 4y-t-8s = 5. 

Si avrà; 

per la 1«, (— 12)X8-4X(-4) = —80 

per la 2‘, 4X6— 8X(~8) = 88 

per la 3% (— 8)X(-4)-6X(-12) = 104. 

Dividendo i tre numeri 80 , 88, 104 per il loro massimo 
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comune divisore 8, si hanno i tre moltiplicatori —10» 
11, 13. Eseguendo le moltiplicazioni, si ha 
— 40x-f- 80y — 60s = — 10, 

22z-132 y— 44s = 33, 

78ar+- 52y-j-104s = 65; 

sommando, si ottiene 

88 22 

60x = 88; onde x = -- = — . 


Per ricavare il valore di y, si ha 

per la 1« 2X8-6X(-4) = 40 
per la 2* 6X0 — 4X8 = 4 
per la 3* 4X(-4)-2X6 = -28. 


Il massimo comune divisore è 4; quindi i moltiplicatori 
sono 10, 1, —7. Effettuando le moltiplicazioni, 


4(Lr— 80y-t-60.s = 10, 

2z— 12 y — 4s= 3, 

— 42ar— 28y— 56s = — 36. 

Sommando, 


m 22 11 

-120y = — 22, y = j55=gjj- 


Egualmente operando per la z, si trova 




17 

30' 


62*. Osservazione li. Le formule che danno i va- 
lori delle tre incognite hanno lo stesso denominatore, e 
i numeratori si deducono dal denominatore, ponendo, in 
luogo dei coefficienti della incognita da determinarsi, i 
termini tutti cogniti, cioè, ponendo k { k', kP invece 
di a, ci, ci\ per il valore di x, invece di b, b', b”, per 
quello di y, invece di c, c’, c", per quello di s. 
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« -V 


Per construire il denominatore comune, si può te- 
nere il modo seguente: si moltiplicano respeltivamenle 
i coefficienti che hanno una medesima incognita nelle 
tre equazioni, per i moltiplicatori che servono ad elimi- 
nare le altre due, e si sommano i resultali. Secondo 
che si prenderanno i coflìcienti di x t di y, o di s, lo 
avremo sotto una di queste tre forme, 

a(b'J’-b"c')-ha'(b"c— bc")+a n (b(?-b'c), 
b(c'd'—c”cì)-\-b\c n a—ca")-bb"(ca'—c'a) ì 

c(àb n —a"b')+cXa%-ab'’)+/(ab'-a’b), 

/ 

che sono, evidentemente, espressioni identiche con quella 
data di sopra (60). 


Etercizi, 


i°. Trovare due num-trì che stiano tra loro come 2 a 3, e 
tali che aggiungendo a ciascuno 4, te somme stiano come 4 a 3. 

2°. Trovare due numeri che stiano tra toro : : 3 ; 4, e il 
prodotto dei quali sia eguale a 12 volte la somma. 

3°. Trovare due numeri, dei quali la differenza, la som- 
ma e il prodotto stiano tra loro come i numeri 2, 3 e 8. 

Trovare tre numeri in progressione aritmetica tali, 
che il 1° stia al 3° : : 5 : 9, e che la somma di tulli tre si? 
eguale a 63. 

6°. Risolvere le equazioni 



_j/L 

p*-Ò* 

JL. 

y* 

v*— 6* 



Dedurre dalle medesime x, y, e 
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^_6°. Data la serie 

a-t-6, aq-hbq lt aq'-t-bqf, aq'-hbqf, ag*-f-ftg,‘ 

trovare due numeri x q y tali, che ogni termine di quest* 
serie possa ottenersi, moltiplicando il precedente per a?, e 
l’ antiprecedenle per y. 

Data la serie , 

a-t-b-4-e, aq-4-&g t -r-cq„ aq'+bqf+cqS, aq'+bqf+cqf ; 

trovare tre numeri x, y, z, tali che ogni termine di questa 
serie si ottenga, moltiplicando il precedente per x, l’ anlipre- 
cedente per y, e quello che precede di tre posti per x. 

8°. Risolvere le equazioni 

a! t -\-d'x-+-d l y-\-az-\- w = o, 
b i -t-b''x-{-b'y-ì-bz-i-u = o, 
c‘-f-c"x-i-c*y-t-czH-u = o, 
d'-*-dPx-i-d i y-t-dz-{-u = o. 

9°. Risolvere le equazioni 

1 — X-hy~i-Z-\-U-i-V-\-W-bt , 

0 = x-t-ay-+-bz-i-cu-\-dv-+-ew-i-ft, 

0 = xn-o*y-4-6*z-i-c*u-+-d ! t'-4-e*to-t-^ s <, 

0 = x-t-a’y-t-b'z-i-c^u-ì-d'v-he'ic-ì-pt, 

0 = x-+-a'y+b i z-+-c'u-+-d'v-he'w-hf’ , t, 

0 = x-+-a 5 y-+-ò , x-Hc 5 u-r-d 5 e-t-e 5 u)-f-/'*( > 

0 = x+a e y-+-b f, z-bc ,, u-hd!'v-t-e ,> w+f (> i. 

10°. Ponendo 

.. x = al-i-fiu, 

' * y — a't-+-P'u 

nelle equazioni 

/ ax-hby — e, 

’ a'x-¥-b'y = c' , 

si ottengono due equazioni tra l ed u; verificare che il de- 
nominatore dei valori di < e u, che se ne deducono, è il pro- 
dotto dei denominatori, che si trovano, risolvendo le equa- 
zioni (1) rapporto a l ed u, e le (2) rapporto a x e y. 
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11 *. 

zioni 


Fare la stessa verificazione per i sistemi di equa- 

i * = oU-t-fiu i-yv, 

(1) j y =ctH+P'u+y'v, 

( x = a. u l-\-P"u-}-y"v. 


e 


( 2 ) 

12°. Risolvere 


ax-+-by-\-cz = d, 
a'x+b'y-t-c’z = dC , 
a"x-+-b"y-*-c"z = d". 
le equazioni 


ax * = by' = cz s , 

1111 
— *4* — l — — jì 

x y x d 

e calcolare ax*-t-by*-t-cx*. 

13°. Eliminare a, 6, c tra lé equazioni 



*+'14». Un treno, la velocità del quale è v, parte dopo un 
treno, di cui là velocità è v', e il ritardo è calcolato in modo 
che debbano arrivare contemporaneamente al punto desti- 
nato. Il primo treno è costretto a diminuire la velocità della 
metà, dopo avere percorsi i due terzi del tragitto, e i treni 
s’incontrano a leghe prima della fine del viaggio. Trovare 
la lunghezza totale del viaggio. 

-$"-18 0 Per fare un certo lavoro, A impiega m volte più 
tempo che B e C riuniti; B, n volle più tempo che A e C; 
e C, p volte più tempo che A e B. Trovare una relazione 
tra m, n e p. 

16°. Qual relazione deve esistere tra a, b e c, perchè siano 
i termini di posto p, q ed r, in una stessa progressione per 
differenza o per quoziente? 
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CAPITOLO VI, 



DISCVMIOXe DELLE FORMULE TROVATI 
MEI DII CAPITOLI PRECEDENTI. 


Diiouaiione della formula di risoluzione di una equazione 
di primo grado a una incognita. 


63. Abbiamo trovato (46) per soluzione della equa- 
v ziona 


( 1 ) 

( 2 ) 


ax+b = a'x+b\ 


b’~ 

—a' 


Il solo caso da esaminarsi è quello in cui a— a' è 
eguale a zero. 

1° Se a— a'è nullo, senza che sia nullo anche b'—b, 
la formula (2) dà 



che non significa niente. Ma è facile accorgersi che, in 
questo caso, la equazione proposta è impossibile, perchè, 
essendo d — a, essa diviene 

ax+b = ax+b', 

che non può mai verificarsi se b è differente da b'. 

2° Supponiamo ora che si abbia contemporanea- 
mente a = a', b = b'i la formula (2) darà 
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che non vuol dire nulla; ma è facile a vedersi che, in 
questo caso, la equazione (1) è verificata, qualunque 
sia x, perchè diviene: 

ax -h b = ax -f- b. 

64. Osservazione I. Per ciò che abbiamo detto, 
quando la formula di risoluzione di una equazione a una 
incognita dà, per valore di questa incognita, una espres- 
sione della forma , bisogna concludere che 1’ equa- 
zione è impossibile; ma non è sempre così del problema 
che vi ha condotto: si può affermare soltanto, che la 
quantità presa per incognita cessa allora di esistere. Se, 
per esempio, si è presa per incognita la distanza a cui 
s’ intersecano due rette date, e si trova un valore della 

forma — , si concluderà che non esiste distanza a cui 
o 

le due rette s’incontrino, e che per conseguenza sono 
parallele. 

63. Osservazione li. Quando il denominatore 
d’una frazione diminuisce, la frazione aumenta, e può 
aumentare senza limite, se il denominatore diminuisce 
indefinitamente. Per ciò si dice qualche volta, che di- 
venendo nullo il denominatore, la frazione diviene infi- 
nita, e si scrive che P equazione proposta ha per solu- 
zione x = co. Questa è locuzione scorretta: la frazione, 
di cui il denominatore è nullo, non rappresenta niente. 
Se i dati di un problema variano in tal modo che il de- 
nominatore del valore deila incognita tenda verso zero, 
l’incognita stessa aumenta indefinitamente; ma quando 
il denominatore è divenuto nullo, la soluzione non esiste 
più, e la equazione è impossibile. 
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m . 

Discussione delle formule di risoluzione di due equazioni 
a due incognite» 


66. Le formule trovate per la risoluzione di due 
equazioni di primo grado, 

(1) ax-k-by — c , 

(2) dx+b'y — c', 


danno, in generale, per ciascuna incognita un solo va- 
lore positivo o negativo; ma in certi casi che noi esa- 
mineremo, questi valori divengono illusori. 

Le formule di risoluzione sono 


( 3 ) 

( 4 ) 


cb'—bc' 
X ab'— db' 

ac — co' 
^ ab' — db ’ 


Se ab' — db non è nullo, esse non offrono alcuna diffi- 
coltà; esamineremo perciò soltanto il caso, nel quale sia 

ab’— db = o, 

e lo divideremo in due altri. 

67. 1°. Supponiamo che ab'— db sia nullo, senza 
che siano nulli i numeratori delle frazioni (3) e (4). I 
valori di x e di y prendono allora la forma priva di si- 
gnificato, ma è facile a vedersi che, in questo 

caso, l’ equazioni proposte sono incompatibili. Infatti, 
si ha 

ab' = db, 

o 

a b_ 

d~b’’ 
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e, indicando con r il valore comune di questi due rap- 
porti , si rileva 

a = ra ', 
b = rb'i 


in conseguenza l’ equazioni proposte divengono 

ra'x-hrb'y = e , 
a'x+b’y = c'. 


Ora, il primo membro della prima essendo eguale al 
prodotto di r per il primo membro della seconda, le 
stesse relazioni devono esistere tra i secondi membri, e 
quindi vi è impossibilità, se non abbiamo ancora 

c = re', 


cioè, sostituendo ar i due 


suoi valori 

a b 


se non si ha 



c = 


be' 

T' 


ovvero 

ac'-=ca\ cb'=bc'. 

Ma queste ultime eguaglianze esprimono, contro il sup- 
posto, che i numeratori dei valori di x e di y sono eguali 
a zero, esse non sono dunque sodisfatte, e le equazioni 
sono incompatibili. 

68. 2°. Se il numeratore di uno dei valori di a? e 
di y, si annulla nello stesso tempo che ab'—a'b; si an- 
nulla egualmente anche l’ altro numeratore. 

Se abbiamo, infatti, 

ab'—a'b = o, 
ac'-ca' ~o. 


»- 
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queste equazioni che possono porsi sotto la forma 

a b_ 

à~b” 

a c 

a! c” 

danno, evidentemente, 


cioè 


b' c ’ 
bc = b'c. 


Quando esistono queste relazioni , i valori di am- 
bedue le incognite si presentano sotto la forma jj. 

Indichiamo con r il valore comune dei tre rapporti 
a b c 

-7, -jt, - 7 , avrem0 
a b c 

a = ra\ b = rb\ c = rc', 
e le equazioni proposte potranno essere scritte cosi: 


ra'x+rb’y — rc\ 
a'x-f b'y = c\ 


La prima non è altro che la seconda, i cui due 
membri sono stati moltiplicati per r, e perciò abbiamo 
realmente una sola equazione tra le due incognite x e y, 
e per conseguenza si può scegliere una di esse arbitra- 
riamente, e determinare T altra, risolvendo una equa- 
zione a una sola incognita. 

69. Ricapitolando; quando le formule di risoluzione 

danno per le incognite espressioni della forma le 
equazioni sono incompatibili, e quando le danno della 
forma jj, le due equazioni rientrano una nell’ altra. 
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. La osservazione fatta (65) si applica alle equazioni 
a due incognite. Quando i valori delle incognite si pre- 

sentano sotto la forma —, le equazioni sono impossibili, 

ma non è sempre lo stesso del problema, dal quale sono 
derivate. 

70. Mettendo di sopra (68) le equazioni 

ab’ = a’ b, 
ac' = eie , 

sotto la forma 

a b __ c 

a! ~ b'~ c' ’ 

abbiamo supposto, tacitamente, che i numeri a\ b\ c\ 
fossero differenti da 0. Lasciamo al lettore, che discuta 
il caso in cui ciò non avviene, e verifichi che espres- 

77k 0 

siooi della forma — e indicano anche allora l’ im- 
possibilità o la indeterminazione. Indicheremo soltanto 
un caso particolare. Se abbiamo a — o a'= o, le formule 

_ cb' —cb 
X ab'— ab' 

_ ac'—a'c 
^ ab’—a'b' 

divengono 



Questa è una eccezione al risultato trovato (68); 
che ogni qual volta una delle incognite si presenta sotto 

la forma -jp lo stesso avviene dell’ altra. Ma, in questo 


Digitized by Google 





78 TRATTATO ELEMENTARE D'ALGEBRA. 

caso, essendo culli a e a\ le due equazioni divengono 

by — c, 
b'y = c', 

le quali sono due equazioni a un' incognita, e non due 
equazioni a due incognite. 


Discussione delle formule di risoluzione di tre equazioni 
a tre incognite. 

71*. Le formule trovate (60) per la risoluzione di 
tre equazioni di primo grado, a tre incognite, 

(1) ax-hby+cs = k, 

(2) o’x-f b'y-hcz — k', 

(3) d , x+b"y+d , s — k', 

ponendo 

(k) A = b'cf’—bV, (5) A' = b"c—c"b, (6) A" = bc'—b'c, 
(7) B = ca" — a'd', (8) B' = c"a-a"c, (9) B" = ca'— ac\ 
(10)C = a'b” — d'b', (11) C’ = a"b— Va, (12) C"= ab'—a'b, 

divengono (62*.) 

I _ kA+k'A'+k'A" 

X ~ aA-hd A' +a" A"’ 

_ kB+k'B'-±k"B" 

V — bli-hb'B'-hb'B"’ 

_ _ kC+k'C'-hk"C 

Z ~ cC+c'C-hd'C' 

/ 

Se il denominatore dei secondi membri di queste for- 
mule non è nullo, esse non possono offrire alcuna dif- 
ficoltà. Esamineremo perciò soltanto il caso in cui 

(1 k) aA-ha'A'+crA”=zbB+b’B , + b”B"=zcC-hc'C-bd’Cz=io, 

e lo divideremo in altri quattro. 
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72*. 1°. Supponiamo che sia nullo il denominatore 
comune, e differenti da zero tutti tre i numeratori delle 
formule (13). I valori delle tre incognite prendono al- 
lora la forma priva di significato, £, e le equa- 
zioni sono incompatibili. Infatti, moltiplichiamo la prima 
per A, la seconda per A', e sommiamole, avremo 

(l«) (aA-+a'A')x-h(bA+A , b , )y-h(cA^c'A')z=kA-t-k'A', 

Ora dalla equazione (14) si ha 

aA+a'A' = —a" A", 


e colla sostituzione dei valori dati dalle equazioni (4), (5), 
e (6), si verificano facilmente le eguaglianze 

bA+b'A = -b"A", 
cA+c'A' =— d'A'f 


onde la equazione (15) diviene 

—ct'A’x-b"Ay - e"A"s = kA+k’A\ 

o anche 

(16) AAx+Ayy+c'A'z = — kA — k’A. 

Moltiplicando la equazione (1) per B, la (2) per B 
o sommando, si ottiene 

(aB-h aB’)x-A (MH- b'B')y+ (cB-h c'B’)s — kB-hk'B 1 , 

« poiché abbiamo, come si verifica facilmente per mezzo 
delle equazioni (14), (7), (8) e (9), 

aB+a'B = —ct'B\ 

. ... • bB-rb’B'=x—b"B", 

cB-Ac'B' = — 

questa equazione prende la forma 

—a"B"x — U'B’y — d'ff's = kB^k’B', 
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ossia 

(17) B"a"x+B"b"y-hB"c n s = —kB—k'B'. 

I valori che sodisfanno alle equazioni (1) e (2), do- 
vranno, evidentemente, sodisfare anche alle equazioni (16) 
e (17), e quindi, queste dovranno essere verificate dalle 
soluzioni del sistema delle equazioni (1), (2) e (3). 

Ora il primo membro della (16) è eguale al primo 
della (3) moltiplicato per .4", e quindi, poiché queste 
equazioni sono verificate dai medesimi valori delle in- 
cognite, dovrà passare la stessa relazione tra i loro se- 
condi membri, cioè dovrà aversi 

-kA-KA' — K'A’, 

ossia 

(18) kA+kA+ti'A’ = o. 

Anche il primo membro della (17) è eguale al primo 
della (3), moltiplicato per B", e quindi, dovendo esi- 
stere la stessa relazione tra i secondi membri, bisogna 
che si abbia 

—kB—k'B' = k"B", 

ossia 

(19) kB+k’B'+k'B" = o. 

Ma le due equazioni (18) e (19) esprimono, contro il 
supposto, che i numeratori dei valori di a? e di y, sono 
nulli. Dunque non possono essere verificate, e le equa- 
zioni (1), (2) e (3) sono incompatibili. 

73*. 2°. Si annulli insieme col denominatore co- 
mune uno dei numeratori dei valori di x, y, e z; cioè 
oltre la equazione (14) sia verificaia la equazione 

kA+k’A’^-K'A' — o. ■ 
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Se non sono eguali a zero tutte tre le quantità A, A', A\ 
si annulleranno necessariamente anche gli altri due nu- 
meratori, e i valori delle tre incognite si presenteranno 

tutti tre sotto la forma di 
Infatti, poniamo 

l kA+k'A'+k!’A'’=N, 

(20) ! kB+k'B’-’t-ti'B!'— N\ 

| kC+k'C'+k"C" = N". 

Moltiplicando la prima di queste equazioni per a, la se- 
conda per 6, la terza per c, e sommando, a cagione 
delle seguenti identità facili a verificarsi: 

aA'- J rbB’-+-cC = o , aA n +btf‘-hc C" = o , 

e indicando con D il denominatore aA+a!A!+ al'A\ che 
è anche eguale ad 

aA-hbB-\-cC, 


otterremo : 
( 21 ) 


kD — aN- J rbN’-A-cN". 


Moltiplicando rispettivamente per a', c' le tre equa- 
zioni (20), sommando e riducendo colle identità. 

' . .. • t W! 


a A 


VD + c’C = o, a ’A-+b‘B'+c’C=o; 


avremo: 

( 22 ) 


k'D = a'Nn-b'N'+c'N". 


Analogamente dimostreremo 1’ equazione: 

(23 ) HD = d’N+WN'+d’N". 

Ora, poiché, per ipotesi , D = o e N=o, dalle equa 
zioni (2t), (22) e (23) si deducono le seguenti: 

b'N'+c'N"=o , 


» 
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onde 

(be ' — b'c)JY'— o, ( b'd’—b"c' ) N'= o, (b'c n — b"c)N'— o, 
(b'e — bc')N n — o,(b"c'— b'd')N"= o, (b"e—bd’)N n = o, 

le quali non possono coesistere a meno che non si abbia: 
N'=o,N"=o , 

oppure: 

b , d'—V , J=A = o, b"c — bc"—A'= o, be' —b'c—A'=o, 

come volevamo dimostrare. 

Supponiamo che siano nulli tutti tre i numeratori 
N, If e N" insieme col denominatore D , e differenti da 
zero le tre quantità A, A' ed A". 

In questo caso, l’equazione: 

(16) A'd'x 4- A"b"y 4- A"c"s = -kA - VA', 

che è una conseguenza delle equazioni (1) e (2), è equi- 
valente alla equazione (3); infatti abbiamo: 

kA + k'A'-+- K'A"= 0, 

e quindi: 

— kA — lfA'= li' A'; 


sostituendo questo valore nell’equazione (16) e divi- 
dendo per A”, che è differente da zero, si ottiene: 

d’x 4- b"y 4- c”z = A". 

Lo stesso ragionamento e la stessa conclusione può 
farsi, se anche essendo eguali a zero le tre quantità 
A , A r , A", sono differenti da zero B , B B", o C, C, C. 
Dunque, quando tutte tre le incognite si presentano 

sotto la forma di senza che si annullino o tutte tre 

le quantità A , A A ", o tutte tre le quantità Z?, B\ B' 
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0 tutte tre le C, C, C"; le tre equazioni equivalgono a 
<Jue sole veramente distinte, e può prendersi un valore 
qualunque per una delle incognite, e dedurne valori 
convenienti per le altre due; quindi anche in questo 

caso il simbolo ^ significa indeterminatezza. 

74‘. 3». Siano eguali a zero, oltre al denominatore 
comune, anche le tre quantità A , A' e A"-, e non siano 
nulli i due numeratori JV' e N". 

In questo caso il valore di una incognita si presenta 

sotto la forma di e gli altri due sotto la forma -g-. 

Dall’ equazioni 

A = ò'c°— 6V= o , 

A'= b”c-bd'=o , 

A'= be' — b'c = o , 

si ricava: 

b_ V___ V 
~c'~cr\ 

e chiamando r il valore comune di questi rapporti, 
avremo: 

A = cr, b'=<fr, b"~ <?r. 

Sostituendo questi valori nell’ equazioni (1), (2), (3), ot- 
terremo: 

ax -he {ry-hz) = A, 
c!x-hc'\ry-hz) = A', 
o!'x-hc n {ry-hz) — A* . 

Moltiplichiamo rispettivamente per B y B\ BP queste tre 
equazioni; avremo, sommando: 

kB-hKB'-hlìB" — N'= o. 

Se invece poniamo 

e = br\ c'=òV, 
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le tre equazioni (1) (2) e (3) divengono : 

ax ■+■ b (y 4 - r’z) = k , 
a'x -+- b'(y-h r'z) = k ' , 
d'x -f- b"(y 4- r'z)= A". 

Moltiplicando rispettivamente per C, C, C‘ queste tre- 
equazioni e sommandole, si ottiene: 

kC + KC- 1 - K’C’= N”= o , 

ed essendo, per ipotesi, N' ed N” differenti da zero, se 
ne può dedurre che le tre equazioni sono incompatibili^ 
75*. 4°. Siano eguali a zero tutte le quantità A, A\ A x 
B, B\ B", C, C, C. Per questo basta, in generale, che 
siano eguali a zero due A e due B. 

Infatti supponiamo che sia: 

A = o , A' ~ o, B — o , B’ — o. 

Dalle identità 

bA 4- b’A’ 4- b"A’= o , aB 4- a’B’ 4 - a"B" ~o r 

si deduce : 

A"=o, B"= o. 
ed è facile a ricavarsi dalle identità 

\ 

oA 4 -bB 4 -cC o , 

aA'-bbB’+cC—Oy 
aA'+bB n +cC"= o , 

che saranno nulle anche le tre quantità C, C', C. In 
questo caso i valori delle tre incognite si presenteranno 
sotto la forma di jj . 

Dalle equazioni 

A' = bd'-b n c = 0 , A’ = bc’—b'c = o , 

B' = coi’— -ad' = o , B"= ca'—ac' = o , 

C'—ab"—a"b = o. C = ab'—ctb — o , 
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■si ricava: 

, a b c ’ a b c ’ 

o chiamando r il primo rapporto ed r' il secondo, le tre 
equazioni prendono la forma 

ax-\-by~i-cs = k , rax-hrby-+-rcz — ti , 
r'ax+r'by-hr'c* = ti' ; 

le quali, se 

ti = rk e ti’= r'k , 

sono, evidentemente, identiche ; altrimenti sono impos : 
. sibili. 

Lasceremo al lettore la discussione dei casi nei quali 
1' annullarsi di alcuni coefficienti non permette di appli- 
care i precedenti ragionamenti. 

76*. Osserviamo che nel 3° caso i valori delle in- 
cognite si presentano, uno sotto la forma di e due 

sotto la forma di Ma in questo caso le tre equa- 
zioni, ponendo: 

ry-f-s = u , 

prendono la forma 

ax+cu = k f a'x+c'u = ti , d’x-hé'u — ti’ ; 

sono dunque tre equazioni con due incognite. 

Nel k° caso i valori delle incognite si presentano 

tutti sotto la forma di 5 , e l’ equazioni possono essere 
incompatibili; ma, ponendo 

ax-i-by-hcz = 
le tre equazioni divengono: 

u = k, ru — ti, /u = ti 1 . 

Sono tre equazioni con una sola incognita. 


Jfc. 


Digitized by Google 



86 TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

Possiamo dunque conchiudere che i valori delle 
incognite, quando sono tre le equazioni e tre le inco- 
gnite, si presentano o tutti tre sotto forma determinata, 

o sotto la forma di o di e che nel secondo caso 

l’ equazioni sono incompatibili , nel terzo una è conse- 
guenza dell’ altre due. Che vi sono dei casi di apparente 
eccezione, ma che allora l’equazioni possono ridursi a 
contenere o due incognite o una soltanto. 

Mìsere tei. 

1°. Quali relazioni devono esistere tra A,B,A',e fi*, perchè 

Ax-\-B 

Ax+Bf* 

abbia nn valore indipendente da x? 

2°. Quali relazioni, tra A, B, C, A, B 1 e C, devono 
esser sodisfatte, affinché la espressione 
Ax-*-By-\-C 
A'x-i-B’y-t-C ’ 

sia indipendente da x e da y? Può essere indipendente da x 
senza essere anche da y? 

3°. Trovare una progressione per differenza, nella quale 
vi sia nn rapporto costante tra la somma degli x primi ter- 
mini, e la somma dei kx seguenti, k essendo dato, e x po- 
tendo avere un valore qualunque intero. 

4°. Un vaso di capacità v è empito in un tempo t da » 
cannelle, e dalla pioggia che cade sopra un tetto di super- 
ficie (. Un vaso di capacità vf è riempito in un tempo t da 
n' cannelle, e dalla pioggia che cade sopra un letto di super- 
ficie «*; determinare, con questi dati, quanto versa nell’unità 
di tempo una cannella , e quanta ne cade sopra ogni unità di 
superficie del tetto. 

Discutere i casi d’ impossibilità e d’ indeterminazione, e 
spiegarli a priori. 
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V 

SOLflllOKI IIB6ATITB DELL* EQVAXIONI 
DI miao GRADO» 

i 


Soluzioni negative delle equazioni a una incognita. 


77. Non occorre fare alcuna osservazione sui nu- 
meri negativi, che si trovano nel risolvere una o più 
equazioni. Questi numeri sostituiti alle incognite, e 
calcolati colle regole derivanti dalle convenzioni stabi- 
lite, rendono il primo membro della equazione eguale 
al secondo. Ma quando le incognite rappresentano gran- 
dezze da determinarsi, pare che le soluzioni negative, 
non esprimendo alcuna grandezza, debbano esser riget- 
tate e considerate come segno d’ impossibilità. E di- 
fatto sarebbe cosi, se nello stabilire le equazioni, si po- 
tessero sempre esprimere in modo generale, e per tutti 
i casi, le condizioni del problema proposto. Ma spesso 
ciò non può farsi, e le soluzioni negative possono rice- 
vere allora una interpretazione importante a studiarsi. 

78. Consideriamo primieramente una sola equa- 
zione a una incognita 

ax-hb = a'x-hb'. 


Supponiamo che, risolvendola, si ottenga per x un 
valore negativo — a; questo vuol dire che si ha 


t 


a {— = o'(— *)+b\ 

—■ A /ot-j+b — — 

cn« fof / UM4i< f&isu do ^ & 

— <*^4 b — _ 


9t% K. 
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e che, per conseguenza,# = +a, è soluzione della equa- 
zione 

b—ax ~ b'—a'x. 

Cosi ogni soluzione negativa d’ una equazione di 
primo grado a una incognita, presa positivamente, so- 
disfa a una equazione che si ottiene, cangiando nella pri- 
ma, il segno dei termini che contengono la incognita. 
Ora, avviene spesso, come dimostreremo, che questa 
nuova equazione corrisponde a un problema poco diffe- 
rente dal proposto , e qualche volta a questo stesso pro- 
blema, inteso in senso più generale; si ottiene allora 
la soluzione del problema modificato o generalizzato, 
prendendo, col segno -f-, il valore negativo trovato per 
la incognita. Ma qui non si può stabilire niente di gene- 
rale, ed è necessario prendere qualche questione parti- 
colare, per mostrare come si può, molte volte, trovare 
una interpretazione per le quantità negative. Lo faremo 
nei problemi seguenti. 

79. Problema 1°. Due mobili che percorrono una 
linea retta, partono da due punti A e B , posti a una 
distanza d l’ uno dall’ altro, e si muovono nello stesso 
senso, colle velocità v e V. Dopo quanto tempo s’ in- 
contreranno ? 

Sia x il tempo cercato, il primo mobile che ha la 
velocità v, percorre uno spazio v nella unità di tempo, 
e quindi nel tempo x percorrerà vx; il secondo, nello 
stesso tempo , percorre lo spazio v'x ; ora , perchè s’ in- 
contrino, bisogna che il primo abbia percorso uno spa- 
zio d di più del secondo; dunque si deve avere 

vx— v’x = d, 

onde si deduce 
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Se v è minore di t;', questa soluzione è negativa; per 
interpetrarla, osserviamo (78) che, presa positivamente, 
sodisfa alla equazione 

v'x — vx — d. 

Ora, questa equazione esprime che il cammino fatto 
dal mobile B è maggiore di quello fatto dal mobile A; 
condizione che corrisponde evidentemente alla seguente 
questione: 

Supponendo che i mobili siano in moto da un tempo 
indefinito, quanto tempo è che si sono incontrati? 

Dunque se vogliamo dare questa estensione al pro- 
blema, il valore negativo di x esprime un tempo già 
trascorso. 

Problema 2°. Le età di due individui sono a e b, 
dopo quanto tempo V età del primo sarà doppia di 
quella del secondo ? 

Se x è il tempo cercato, l’equazione del problema 
è evidentemente 

a-Hc = 2(&-f-a?)‘, 

e se ne deduce 

x — a — 26. 

Se a è minore di 26, questo valore di a; è negativo; 
preso positivamente, sodisfa (78) alla equazione 

a — x — 2(6— x), 

che, evidentemente, corrisponde alla questione seguente: 

Quanto tempo è trascorro da che l’ età del primo 
individuo era doppia di quella del secondo? 

Problema 3°. Dati sopra una retta due punti A e B, 
il primo alla sinistra di un punto 0 alla distanza a, 
il secondo alla diritta, a una distanza b; determinare 
sopra questa linea un terzo punto X, in modo che pren- 
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dendo il punto M in mezzo a BX, poi il terzo di AM, 
a partire da A, il punto così determinato coincida con O. 

À 0 X M B 


Chiamando x la distanza OX, si ha 


OM=- 


Bisogna che AO sia il terzo di AM, cioè, a eguale ad 
un terzo di a+OM, e quindi 

o . b-+x 


onde si deduce 


3a — a + - 


x — ha—b. 


Se ha è minore di b, la soluzione è negativa; presa 
positivamente, sodisfa dunque (78) alla equazione 

a , b—x 
3o = oh — s— , 


che è precisamente la equazione alla quale si arriva, 
supponendo il punto X a una distanza x alla sinistra 
di O; il valore negativo deve dunque, in questo caso, 
essere portato in un senso opposto a quello che avevamo 
supposto nel mettere il problema in equazione. 

80. Non bisogna credere però che tutte le soluzioni 
negative s’ interpretino naturalmente come le precedenti. 
Non si può neppure affermare in modo generale che 
un valore negativo trovato per un tempo futuro, espri- 
ma un tempo passato, nè che le lunghezze negative da 
portarsi sopra una linea, debbano sempre essere con- 
tate in senso opposto a quello che corrisponde ai valori 
positivi. Ma questo avviene nel maggior numero dei 
casi , ed eccone la ragione. 

81. Supponiamo che x indicando il tempo che deve 
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trascorrere prima di un certo avvenimento, sia stata tro- 
vata per equazione di un problema 

<1) B+Ax = tf+A'x. 

Se, invece di cercare il tempo che deve trascorrere, 
a cominciare dal momento presente, si fosse cercato il 
tempo che deve passare, cominciando da un’ epoca an- < 
tenore di t anni (e, per esempio, questo accadrebbe, se 
prendessimo per incognito il millesimo dell’ avvenimen- 
to); chiamando x t questo tempo, si avrebbe 

x l =t^~x, 
x = x t —t, 

e quindi, invece della (1), 

(.2) B+A(x l -~t)=B’+A’(x l -t\ 

che sarebbe 1’ equazione del problema, quando si pren- 
desse x t per incognita. Se il valore di a?, che se ne de- 
duce è minore di t ed eguale, per esempio, a t — *, si 
avrà, sostituendo nella (2), 

B — Ax = B' — A'x, 

onde si vede che l’ equazione (1) ha per soluzione 

. X — — x. 

Una soluzione negativa x — —x, trovata per l’equa- 
zione (1), significa dunque che l’ avvenimento è poste- 
riore di t — x a un epoca anteriore di f alla presente, 
cioè precede di a l’ epoca presente. 

82*. Perchè possa applicarsi il ragionamento pre- 
cedente, non basta che x indichi unità di tempo nel- 
l’enunciato del problema; bisogna abbia anche lo stesso 
significato nell’ equazione, che questa esprima una rela- 
zione tra numeri di unità di tempo e non di altra specie. 



kV. 
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83. Supponiamo ora che indicando x una distanza 
da prendersi sopra una linea, partendo da un punto 
dato 0, e in una data direzione, per esempio, da sini- 
stra a destra, sia stata trovata per equazione di un pro- 
blema 

(1) B-i-Ax — B'-\-A'x, 

Se, invece di cercare la distanza del punto incognito 
dalla origine data, si fosse cercata la sua distanza x, da 
un origine posta a sinistra della prima a una distanza d, 
avremmo avuto 

#,= d-rx ossia x = x l — d, 
e quindi, invece della (i), 

(2) B+Afa-d) — B'+A(x—d). 

Se questa equazione dà per x l un valore positivo 
minore di d, che rappresenterò per d— a, il punto cer- 
cato sarà evidentemente a sinistra di O e a una distan- 
za « da questa origine; ma sostituendo, in (2), a x t il 
suo valore d— a, si ha 

B — Ax — B' — A'x ; 

onde si deduce che 1’ equazione (1) ha per soluzio- 
ne x = —x. Una soluzione negativa, x = — a, trovata 
per l’equazione (1) significa dunque, che il punto cer- 
cato è posto a sinistra di 0 e a una distanza x da questa 
origine. 

84*. Osserveremo, come (82*), che il ragionamento 
precedente suppone che non solo nell’enunciato del pro- 
blema, ma anche nell’equazione, x indichi unità di 
distanza e non di altra specie. Ora ciò non è sempre, 
e ne daremo un esempio. 

Problema. Una strada ferrata prende b franchi 


Digitized by Google 



CAPITOLO VII. 


93 


per tonnellata e per kilometro per il trasporto delle 
mercanzie; si paga inoltre un diritto fisso di a fran- 
chi per tonnellata; a qual distanza si possono portare 
c tonnellate per d franchi ? 

Sia x il numero incognito di kilometri che mi- 
sura la distanza a cui si può portare la mercanzia. 
L’ equazione del problema sarà : 

(1) ac+bcx=:d. 

Risolvendola, abbiamo: 


d — ac 



Se d<^c, si trova per x un valore negativo , il 
quale non può indicare che la distanza debba essere 
percorsa in senso opposto, perchè il prezzo del tras- 
porto è lo stesso, tanto che le mercanzie si portino 
in un senso quanto in un altro. Ma nell’ equazione (1) x 
non indica kilometri da percorrersi come nell’enunciato; 
indica franchi da pagarsi. Onde sono questi che deb- 
bono esser presi in senso opposto ; cioè non devono 
essere pagati, ma riscossi: e il valore assoluto di x 
darà sempre il numero dei kilometri da percorrersi. 

Dunque per interpetrare i valori negativi dell’ in- 
cognite, bisogna aver riguardo alla relazione espressa 
dall’ equazione. I ragionamenti dei numeri (81) e (83) 
valgono solo quando l’ equazione (1) esprime effettiva' 
mente relazioni tra tempi o tra distanze. 
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Introduzione dei numeri negativi nell’ enunciato 
di un problema» 

I 

85. Qualche volta è utile introdurre numeri nega- 
tivi nei dati stessi di una questione. Mostreremo, sol- 
tanto con un esempio semplicissimo, come ciò possa 
farsi, e quale sia l’ utile che vi si trova. 

Riprendiamo il problema (79). 

Due mobili percorrono la retta AA', camminando 
nello stesso senso colle velocità v e v'; l’uno è in A, 
l’ altro in A'; dopo quanto tempo s‘ incontreranno? 

Chiamando x il tempo incognito, e d la distan- 
za AA\ abbiamo la equazione 

vx — v'x = d. 

Questa equazione dà la soluzione del problema, anche 
quando v è minore di v\ purché si ritenga (79) che i va- 
lori negativi di x rappresentano un tempo già trascorso. 

Per generalizzare ancora di più, supponiamo che i 
due mobili non camminino ambedue nella direzione AA'. 
Si possono considerare tre diversi casi: 

1°. Il mobile A cammina verso la destra, e A' verso 
la sinistra; 



l’equazione del problema allora è, come si vede facil- 
mente, 

vx-hv'x — d; 

2°. A si muove verso la sinistra, A' verso la destra; 
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i mobili non s'incontreranno mai, ma chiamando x il 
tempo trascorso dopo il loro incontro, avremo 

vx+v'x = d; 


< 3°. Finalmente, supponendo che si muovano am 
i>edue verso la sinistra, si avrà 


A " A' 

v'x — vx — d. 

Ricapitolando: le equazioni relative ai quattro casi 

sono 

vx — v'x = d, quando A e A 1 si muovono verso la destra, 
vx-*-tfx = d, » A verso la destra, A verso la sinistra, 

vx+tfx = d, » A versola sinistra, .4' verso la destra, 

x indica un tempo già trascorso, 
v'x — vx = d, » A e A’ verso la sinistra. 


Ora, queste quattro equazioni possono ridursi a una 
sola (con che otterremo certamente un vantaggio) con- 
venendo di rappresentare con numeri negativi — v, — t/ 
le velocità dirette verso la sinistra; poiché, per questa 
convenzione, bisognerà sostituire nella seconda delle 
equazioni di sopra — v' a v'- } nella terza, — v a v; nella 
quarta — v a v, e — v' a t/; e di più, nella terza, in cui 
1* incognita indica un tempo trascorso, —x a x; con 
queste sostituzioni, le quattro equazioni divengono: 


vx— v'x — d; 
In guisa che la formula 

d 


ln\M ni ìAv 
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che se ne deduce, serve per tutti i casi. 
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Soluzioni negative delle equazioni a due incognite» 


86. Fin qui abbiamo considerate soltanto le solu- 
zioni negative che s’ incontrano nel risolvere le equa- 
zioni a una sola incognita. Nel caso di più equazioni, 
possono farsi osservazioni affatto simili. 

Supponiamo che risolvendo il sistema 

... ax+by — c , 

* a r x-hb'y=c\ 

siano stati trovati, per una incognita, o per tutte due, 
valori negativi. Siano, per esempio, x = a, y — — /3. 
Poiché questi valori sodisfanno le equazioni (1), avremo 

aa— 6/3 = c, 
a' a. — b'fi = c' ; 

e quindi, i valori x = a, y = /3 sodisfaranno al sistema 

ax — by = c , 
a'x — b'y = c'. 

Dunque, prendendo positivamente la soluzione nega- 
tiva y = — /3, si sodisfa a un sistema che differisce dal 
proposto per il cangiamento di segno dei termini con y. 
Si vedrebbe nello stesso modo che se il valore di x fosse 
negativo, si potrebbe prendere col segno -f-, purché si 
cangiasse nelle equazioni proposte il segno a tutti i ter- 
mini con x. 

Le nuove equazioni sodisfatte dai valori negativi 
delle incognite presi positivamente, corrispondono qual- 
che volta a un problema poco differente dal proposto, 
o a questo problema stesso, inteso in un senso più ge- 
nerale; ma questo, come nel caso delle equazioni a 
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2E«Hr 


una sola incognita, non può mostrarsi chiaramente, senza 
prendere ad esaminare qualche questione particolare. 
Consideriamo, per esempio, il problema seguente: 
87. Problema. Un vaso di capacità v è ripieno in 
un tempo t àn cannelle , della stessa portata, e dalla 
pioggia che cade sopra un tetto, di superficie s. Un al- 
tro vaso di capacità v' è ripieno nel tempo t', da n' can- 
nelle simili alle precedenti e dalla pioggia che cade 
sopra un tetto s', colla stessa intensità che sul tetto s. 
Dedurre da questi dati la quantità d' acqua x versata 
da ogni cannella nella unità di tempo, e la quantità y 
piovuta in ogni unità di tempo, sopra V unità di su- 
perfìcie di tetto. 

Poiché # è l’ acqua versala da una cannella, nel- 
1* unità di tempo, quella versata da » cannelle, nel 
tempo t, sarà nxt. 

Essendo y la quantità d’ acqua piovuta sull’ unità 
di superficie, nell’unità di tempo, quella piovuta sulla 
superficie s nel tempo t sarà sty; dunque avremo 

(1) nxt+syt — v. 

Esprimendo che il secondo vaso è ripieno nel tempo t, 
otterremo nello stesso modo 

(2) rixt'-j-s'y? = v\ 

e le equazioni (1) e (2) daranno x e y. 

Supponiamo ora, che risolvendole, si trovi per x 
un valor positivo a, e per y una valore negativo — 
Bisognerà concluderne (86) che i valori x — a.,y — — fì> 
sodisfanno ali’ equazioni 

nxt — syt — v, 
n'xt' — s'yt’ = v'. 

Queste equazioni corrispondono a un altro problema nel 

7 
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quale, invece della pioggia, vi è una causa che toglie dai 
vasi quantità d’ acqua proporzionali al tempo, e alle su- 
perficie s' e s, che potrebbe essere, per esempio, l’ eva- 
porazione. 

Se all’ opposto, trovassimo un valore negativo per a?, 
questo valore, preso positivamente, sodisfarebbe al- 
l’ equazioni 

syt—nxt = v, 
s'yt'—rixt' = xf. 

Queste equazioni corrispondono a un altro problema, 
nel quale, invece delle cannelle che versano acqua, ab- 
biamo un numero eguale di cause che ne portano via, 
per esempio, orifizi o pompe, che estraggono una quan- 
tità x d’acqua in ogni unità di tempo. 

88. Le osservazioni (81) (83) sopra i valori nega- 
tivi dei tempi e delle lunghezze, valgono senza modifi- 
cazione, anche quando le equazioni hanno più incognite. 


Esercizi. 

1°. Dati più punti A, B, C, D, situati sopra una linea 
retta, alle distanze a, b, c, d, da un punto Odi questa retta; 
trovare sopra questa retta un punto X tale, che la sua di- 
stanza da un punto qualunque M della retta data, sia la me- 
dia delle distanze di M dai punti A, B, C, D. Dimostrare che, 
mediante adattate convenzioni, si può risolvere il problema 
con una sola formula, qualunque siano le posizioni di A,B,C,D, 
tanto a destra quanto a sinistra di 0. 

. 2°. Date le due basi a e 6 d’ un trapezio e la sua altez- 

za h; calcolare l’ altezza del triangolo ottenuto prolungando 
i lati finché s’incontrino: interpretare la soluzione nel caso 
che sia negativa. 

3° Inscrivere un rettangolo di un dato perimetro, in un 
triangolo la cui base è b e l’altezza h. 


Digitized by Googte 



CAPITOLO VII. 


99 

-K 4°. n pietre sono disposte in linea retta, a dicci metri di 
distanza una dall’altra. Determinare, su questa retta, un 
punto X tale che vi sia m volte più cammino da farsi per 
trasportare, successivamente, ogni pietra nel punto X, che 
per trasportarle nel posto occupato dalla prima pietra. Sup- 
porremo, in ambedue i casi, che si parta dalla prima pietra. 
Se la soluzione è negativa, sarà possibile interpetrarla? 

-f— 8°. Dati due triangoli rettangoli, che abbiano i cateti sulle 
medesime rette, e date le lunghezze a, b, d b', dei cateti me- 
desimi; calcolare le perpendicolari abbassate sui lati dal punto 
d’intersezione delle ipotenuse, e discutere i differenti casi 
che possono presentarsi. 
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CAPITOLO Vili. 

EQUAZIONI DI SECONDO GRIDO. 


Risoluzione dell* equazione di secondo ^rado. 


89. Una equazione a una incognita è di secondo 
grado, quando può porsi sotto la forma 

(1) ax'-\- bx+c = o , 

nella quale x rappresenta l’ incognita, e a, b, c sono nu- 
meri dati. 

Per risolvere la equazione (1), moltiplichiamone i 
due membri per ka, ciò che può farsi (43), purché a 
non sia nullo, e facciamo passare kac nel secondo mem- 
bro. Otterremo 

ka'x'-’t-kbax — — kac. 


Aggiungendo b' ai due membri di questa equazione, 
essa diviene 

kd‘x'-+-Wax-\-b t = b'—kac; 


il primo membro essendo, come è facile a verificarsi, 
il quadrato di 2ax+b, questa equazione può scriversi: 

. (2 ax-hb)* = b ' — kac, 

che equivale a 


2ax + b z=z \/b'-—kac. 


equazione di primo grado, dalla quale si deduce 


( 2 ) 


— b-hx/b* — kac 

x ~ 2ó 
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90*. Si può risolvere la equazione generale di se- 
condo grado, anche in altro modo. Poniamo 


x — y-Y-z; 

e questo potrà sempre farsi, purché y e z siano tali, 
che risulti verificata l’ equazione 

= o. 


o anche, eseguendo il quadrato e riducendo, 
ay'-\-(2az+b)y+az‘-]-bz-j-c — o. 

Prendiamo per z il valore che verifica 


cioè 


2 az+b = o, 


z — 


b 

2 a 


e l’ equazione, a cui si dovrà sodisfare, diverrà 
ay'+az'+bz-irc = o. 

Sostituendo, invece di z, il valore trovato, si ottiene 




o. 


che equivale ad 


onde si ricava 


e quindi 


, b * — 4ac 

°y 


, b ' — kao 

V ~ ka- ’ 


r yV — f i ac 

2a 
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Sommando i valori di * e di y, otterremo x, cioè, come 
abbiamo già trovalo (89), 

( 2 ) x = - b+ 

91. Osservazione I. La formula (2) dà due valori 
differenti di x, perchè l’ espressione y'b'—kac rappre- 
senta, indifferentemente, due numeri eguali e di segni 
contrari. Se, per esempio, b'—kac è eguale a 9, \/b'—kac 
è eguale a h- 3 o a— 3.S’ indica, in generale, questo dop- 
pio valore del radicale scrivendo la formula (2) nel modo 
seguente : 

— bdzy/b*— Uac 
X ~ 2 a ’ 

e si sottintende allora che -\-\/b i —kac rappresenta il 
valore positivo del radicale, e — y/b * — 4 ac il suo valore 
negativo. 

Le soluzioni di una equazione si chiamano radici ; 
si può dire dunque, che una equazione di secondo grado 
ha due radici i'e/, espresse dalle formule 

_ — b+\Zb* — 4 ac . 

* “ 2a ’ 

— b — y/6*— 4ac 
2 a 

92. Se ò* — 4 ac è negativo, y/b* — 4ac non rap- 
presenta, per le nostre convenzioni, alcun numero posi- 
tivo o negativo, e l’equazione proposta non ha soluzio- 
ne. Nondimeno, si dice allora che ha due radici ima - 
ginarie espresse dalla formula (2). 

Si chiama in generale numero imaginario, la radice 
quadrata di un numero negativo. Non bisogna attaccare 
a questa locuzione nessuna idea di misura di grandezza. 
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Un numero imaginario, simile in ciò a un numero ne- 
gativo, non rappresenta alcuna grandezza-, ma, come le 
operazioni relative ai numeri negativi, anche quelle re- 
lative ai numeri imaginari, ricevono, per convenzione, 
un senso, e divengono mezzo prezioso di generalizza- 
zione. La prima convenzione consiste nell’ ammettere 
che il quadrato di y/—A è — A; per definire le altre 
operazioni si conviene di applicare ai numeri immagi- 
nari tutte le regole dimostrate per i numeri reali. 

Dedicheremo, in seguito, un Capitolo alla teorica 
dei numeri immaginari. 

93. Se b 1 — kac è nullo, i due valori di y'fc 1 — kac si 
riducono a zero, e le radici divengono ambedue 

b 

* = — 2J’ 

e quindi P equazione non ha altro che una sola soluzione. 
Nonostante diremo che ha due radici eguali. 

94. Ricapitolando; l’equazione 

ax'-hbx-hc = o 

ammette o due soluzioni, o una sola, o nessuna. Nono- 
stante, si dice che ne ha sempre due, che possono essere 
reali e differenti, reali ed eguali, o immaginarie. A pri- 
ma vista, può sembrare puerile di dare questo giro al 
discorso, per affermare sempre che esistono due radici, 
mentre che con questo non si dà loro esistenza, se non 
l’hanno. Ma queste locuzioni e l’introduzione, nei calcoli, 
dei numeri imaginari sono conseguenza del bisogno di 
generalizzare, che abbiamo nell’Algebra. Infatti, sarebbe 
impossibile di operare sopra espressioni letterali, se la 
forma dei risultati cangiasse col valore numerico delle 
lettere. Bisognerebbe continuamente dividere e suddivi- 
dere le questioni per ottenere le formule corrispondenti 
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alle diverse ipotesi. L’ introduzione dei numeri negativi 
e immaginari, ha per iscopo di evitare questo inconve- 
niente. In una questione particolare essi non sarebbero 
di alcun vantaggio, ma nello studio generale di una classe 
di questioni, permettono di esprimere e di dimostrare 
contemporaneamente regole e risultali, che richiedereb- 
bero altrimenti dimostrazioni separate e formule diverse. 


Relazioni tra le radici e i coefficienti di una equazione 
di lecondo grado. 

95. L’equazione 

ax'-hbx+c = o, 

ha, come abbiamo veduto, due radici 

, — b+x/b'—hac 

2 a ’ 


x' 


„ — b — \Zb' — kac 


sommandole, si trova 
moltiplicandole, 


2« 


x'-hX?' = — _ ; 

a 


{—b- J r -\/b' i — kac)( — b — y/b* — 4 ac) _ 4 ac c 

4 ? 


la somma e il prodotto dipendono dunque, in modo 
semplice, dai coefficienti dell’equazione. 

96. Le precedenti relazioni dimostrano chiaramente, 
che le radici di una equazione di secondo grado risol- 
vono il seguente problema: 

Trovare due numeri , quando n'è data la somma 
e il prodotto. « 
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Infatti; siano, S la somma, P il prodotto dei due 
numeri; si potranno prendere per questi due numeri, le 
radici della equazione 

(1) x * — Sx+P — o, 

perchè (95) la somma di queste radici è S, e il prodotto 
è P. È facile dare all’ equazione (1) una forma, che 
mostri, a priori, la ragione di questo fatto; poiché può 
scriversi 

P = Sx — a?*, 
o 

P — x(S—i r), 



e si vede che risolvere questa equazione è lo stesso che 
trovare due numeri x e S — x , che abbiano per pro- 
dotto P, e per somma x+S — x, ossia 5. 


Applicazione dei resultati precedenti* 


97. Se ar'e x" rappresentano le radici dell’ equazione 

(I) cix'-i-bx+c = o, 

abbiamo (95) 

a 

x'af’ = ±. 
a 

Dividendo i due membri dell’equazione (1) per a, e sosti- 
b c 

tuendo a • e a — i valori precedenti, il primo mem- 
bro diviene 

x* — (x'+x l )x~hx'x " , 

o, come è facile a verificarsi, 

(x—x')(x — x"). 
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Dunque, il primo membro di una equazione di secondo 
grado 

, , b , c 

X -\ X~\ = 0 , 

a a 

è il prodotto di due binomi di primo grado, eguali al- 
l’eccesso di x sopra ciascuna radice. 

Se la equazione proposta è della forma 

ax*-+-bx+c = o, 

soltanto dopo averla divisa per a, otterremo il risultato 
precedente, e quindi, prima di questa divisione, il pri- 
mo membro è eguale ad 

a(x — x')(x — ar"). 

98. Se le due radici x' e ar" sono eguali, i fattori 
x—x’qx — xf’ divengono eguali, e il primo membro è 
un quadrato perfetto. Questo risultato si verifica facil- 
mente. Affinché le radici della equazione (1) siano egua- 
li (93), è necessario che sia 

£>’ = kac, 



Sostituendo a e il suo valore c dividendo i due membri 
dell’ equazione (i) per a, si ottiene 



99*, Mediante le relazioni che danno la somma e 
il prodotto delle radici, si possono determinare i loro se- 
gni, senza risolvere l’ equazione. 
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Se il segno di — è positivo, le due radici, dovendo 

d 

dare un prodotto positivo, avranno segni eguali, e se, 

nello stesso tempo, il segno di è positivo, essendo 

la loro somma positiva, saranno ambedue positive; 
se — è negativo, la loro somma dovendo essere ne- 
gativa, saranno ambedue negative. Per le stesse ragioni, 

se il segno di — è negativo, le due radici avranno se- 

a b 

gni opposti, e se, nello stesso tempo, — — è positi- 
vo, la radice numericamente maggiore sarà positiva; 
se — è negativo, la radice numericamente maggiore 
sarà negativa. 

Chiamando x' la radice numericamente maggiore, 
e x” P altra, e ponendo sotto alle lettere i segni dei nu- 
meri che rappresentano, avremo che 

se a b c, sarà x' x/' 

•+■ + 4- — — 

-4- — -+- -+- H- 


onde, chiamando variazione il succedersi di due segni 
differenti, e permanenza il succedersi di due segni eguali 
nella equazione, si ha il seguente teorema: 

Se una equazione di secondo grado ha il primo 
termine positivo e le sue radici reali , il numero delle 
radici positive sarà eguale a quello delle sue varia- 
zioni , e il numero delle negative a quello delle sue 
permanenze, e la radice numericamente maggiore sarà 
positiva o negativa, secondo che si avrà prima, una va- 
i iazione , o una permanenza. 
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Esempio. 1°. Nella equazione 
x l —Zx—k = o, 

si ha prima una variazione, e poi una permanenza, dun- 
que si hanno due radici una positiva e una negativa, e 
la positiva è numericamente maggiore. 

Esempio 2°. Nella equazione 

x 1 — 3x+10 =o, 

parrebbe che le radici fossero tutte due positive, perchè 
si hanno due variazioni. Ma l’espressione b*— 4ae, essendo 
eguale a —31, è negativa, e le radici non sono reali (92). 
Osserveremo qui, che le radici sono sempre reali, 

quando il loro prodotto — è negativo. Infatti, se — è 

a a 

negativo, sarà negativo anche ac, perchè 

gc = — 

a 


e il fattore a* è essenzialmente positivo. Essendo ac ne- 
gativo, 4 ac sarà pure negativo, e quindi — 4ac positivo, 
j e a fortiori ò* — kac; dunque le radici saranno reali. 

X* Ma perchè — sia negativo, ced a devono avere segni 

contrari nell’ equazione; e questo avviene sempre quando 
abbiamo una permanenza e una variazione. Dunque se 
una equazione di secondo grado ha una permanenza e 
una variazione, le sue radici sono reai}. 


®'ame di un caro particolare notevole» 

100. Quando, nella equazione 
ax'-i-bx-hc = o, 
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supponiamo che il coeiTìcente a prenda il valore o, le 
formule che esprimono le radici, 


x 


, - b+x/^—kac 

2 à * 

„ —b—x/b'—ltac 


prendono la forma 


x' = 


x” = 


2 a 
0 

0 ’ 
—26 


e l’equazione proposta, che diviene 
bx-hc = o, 


è allora di primo grado, e ha l’ unica soluzione 



dunque le formule generali sembrano in questo caso es- 
sere in difetto. 

Osserviamo primieramente, che anche se questo 
realmente accadesse, non bisognerebbe concludere nulla 
contro i ragionamenti che vi hanno condotto, perché 
nei medesimi abbiamo supposto (89) che a non sia nullo. 

Ma uno dei valori x' e <r", che sodisfanno all’equa- 
zione proposta, qualunque sia a, quando a si avvicina a 
zero deve avvicinarsi alla soluzione di 

bx-hc = o. 

Possiamo dimostrare questo per il primo. 11 secondo, 
evidentemente, aumenta senza limite col diminuire di a. 

Abbiamo 1 

* , — 6-f-y/V — kac 
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Moltiplicando i due termini di questa frazione per 
~b—\Zb'—hac, avremo 

_ ( — — 4ac)( — b — yV— 4ac) 4ac 

2a(— b-*/b l — \ac) ~2a{-b -^/W~iac) 

2c 

— — b — i/b 2 —4 ac * 

e sotto questa forma è evidente , che mentre a si avvi- 

£ 

cina a zero, x tende verso il valore — ^ o — - 

2b b 


Soluzione di alcuni problemi. 


101. Problema 1°. Calcolare la profondità di un 
pozzo, sapendo che sono trascorsi t secondi dal mo- 
mento in cui vi si è lasciata cadere una pietra , a quello 
in cui il r ornare fatto battendo nel fondo , è tornato a 
colpire l’ orecchio. 

Per risolvere questo problema, bisogna rammen- 
tare due principj di Fisica. 

1°. Lo spazio percorso da un grave è proporzionale 
al quadrato del tempo trascorso dal principio della ca- 
duta, ed è rappresentato dalla formula 



nella quale g rappresenta un coefficiente costante eguale 
a 9 m ,809. 

2°. Il suono si propaga con moto uniforme e per- 
corre 333 m per secondo. Nel seguente calcolo, rappre- 
senteremo con v la sua velocità; in modo che, nel tem- 
po t, percorrerà lo spazio vt. 

Sia x il numero dei metri che esprime la misura 
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della profondità del pozzo. Chiamando il numero dei 
secondi che la pietra impiega a discendere, abbiamo 

(1) x = - t cT' onde *1 = Vt" 

Se ti indica il numero dei secondi impiegali dal suona 
a risalire all’orecchio, avremo 

(2) x = vt t , onde t % = -2L , 
in guisa che 

<3, = v+V7' 

Per risolvere questa equazione, poniamola sotto la forma 




inalzando i due membri a quadrato, si ba 


( 5 ) 


t' 


2 tx 
v 



2x 



e portando tutti i termini nel primo membro 



v ' 

Le due radici sonò reali, perchè la quantità posta 
sotto il radicale, 



è evidentemente positiva. 
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Si vede facilmente che sono ambedue positive; perchè 
— — Ju* positivi, si hanno due va- 

riazioni nelle equazioni (6). Nonostante, il problema non 
può avere più di una soluzione: perchè due pozzi di 
profondità differente non possono corrispondere a uno 
stesso tempo t. Per ispiegare questa apparente contra- 
dizione, e trovare la radice che corrisponde alla que- 
stione, osserviamo che, inalzando a quadrato i due 
membri della equazione (4), formiamo una nuova equa- 
zione, che sebbene sia verificata dai valori che sodis- 
fanno alla proposta, può però essere sodisfatta anche 
da altri valori. I due membri avrebbero, infatti, qua- 
drati eguali, se fossero eguali e di segni contrari; l’equa- 
zione (5) equivale dunque realmente alle due seguenti 

v V g ~ 
x _ /Sa? ' 

‘ v— ■ Vj- 


La prima di queste soltanto corrisponde al proble- 
ma proposto, e la radice della medesima, che è minore 

di vt, perchè rende t — — positivo, è quella che so- 
disfa al problema. La soluzione della seconda, che è 
maggiore di vt, e per conseguenza è la maggiore delle 
radici della equazione (5), deve essere rigettata come 
soluzione estranea. 

Problema 2°. Dividere una retta in media ed estre- 
ma ragione, cioè dividerla in due parti, in modo che 
la parte maggiore sia media proporzionale tra l’intera 
linea e V altra parte. 

Sia a la linea data e a? la parte maggiore; dovrà 
aversi 

a’.x.'.x : a-x. 
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ossia 

x * — a(a— x), 
x'-hax—a 1 = o, 

e quindi 




j a t d 

+ ■> =— 2 ±2- VB. 


Una delle radici è positiva e dà il valore di x, l’altra è 
negativa e dev’ essere rigettata. 

Si può interpretare la radice negativa. Infatti, rap- 
presentandola con — avremo 

(—«)* = a(a-(- a)), 

ossia 

«* = a(a-f-a) ; 

dunque * è media proporzionale tra a e a+«, e corri- 
sponde alla seguente questione: 

Trovare sul prolungamento di AB 

X A B 


un punto X, che sia distante da A di una lunghezza 
AX = a media proporzionale tra AB ~ a, e XB = a-+ *. 

Dunque, come nella maggior parte dei problemi di 
primo grado (83), la soluzione negativa deve essere por- 
tata sulla retta AB, in senso opposto alla soluzione po- 
sitiva. 

Problema 3°. Trovare sopra una retta PQ un 
punto X, che riceva una egual quantità di luce da due 
lumi A e B, che hanno le intensità i e i': sono date AP = a, 
BQ=b, PQ = d e AP e BQ sono le perpendicolari aò- 
bassate da A e da B sopra PQ. 


B 



PIU 


s 


'V 
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Per risolvere questo problema, bisogna rammen- 
tarsi, che 1* intensità della luce è in ragione inversa del 
quadrato della distanza del punto illuminato al punto 
luminoso, in guisa che un lume d’ intensità i illumina 

alla distanza x coll’ intensità 

x- 

Per conseguenza , avremo 
i i' 

àx 2 — bx* ’ 

e indicando PX con x e quindi QX con d— x, 

i t ' I 

ar+x 1 x) k ’ 

ossia, mandando via i denominatori, 

[6V(d— *)*]< = 

Senza entrare nei particolari della soluzione di questa 
equazione e delle condizioni di possibilità del problema, 
cerchiamo d’ interpetrare le soluzioni negative che essa 
può avere. Indicando con — a una soluzione negativa, 
avremo 

i t" 

che è precisamente P equazione che avremmo dovute 
scrivere se , cercando il punto X a sinistra di P, si 
fosse indicala con a la sua distanza incognita dal pun 
to P. Le soluzioni negative risolvono dunque il problema 
proposto, purché si portino le lunghezze, che esse rappre- 
sentano, alla sinistra di P, cioè nel senso opposto a quello 
che corrisponde alle soluzioni positive. 


D 
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JEsercisi. 

1°. Formare la somma dei quadrali, dei cubi, delle quarte 
potenze e delle inverse delle quarte potenze delle radici del- 
l’ equazione 

aj’-t-èx-f-e = o. 

2°. Trovare le condizioni necessarie, perchè la frazione 

~~A'x'+B' x-i- C ’ 

sia indipendente da x. 

3°. Se 

Ax*-*-Bx-bC _ Ay'-\-By-\-C _ Az^Bz-hC 
Ax'-'rBx-k-C ~ Ay'^-By-^rC ~ Ax'-t-B'x-t-C r 

due dei numeri x, y, x, saranno eguali tra loro, a meno 
che non sia 

A _ lì _ £ 

A ~ B ~ C ' 

4°. Determinare le condizioni necessarie, perchè la fra- 
zione- 

Ay'+Byx-h C. r ! -t- Dy-hEx-^F 
Ay'+B’yx-h Cx'+Dy-hE’x+F 1 ’ 

sia indipendente da £ e da y. 

Un viaggiatore parte da un punto B, per andare 
verso C, nello stesso tempo che un altro viaggiatore parte 
da C per andare verso B. Tulli due camminano con una ve- 
locità costante. Queste due velocità hanno un. tal rapporto 
che il primo arriva in C, quattro ore dopo che si sono in- 
contrali, e il secondo arriva in B, nove ore dopo questo in- 
contro. Qual’ è il rapporto delle loro velocità? 

Risolvere le equazioni : 

6". s » /i 

2ar A /£— Zxy - = 20. 
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T. 


8 °. 


9°. 

10 °. 

tl°. 


2x’-i-3x — -i-3 = o. 


X — \/t — x 1 X-4-/v/2— x* 

^/(l-i-X)* — = V 1 — x' 

i I _ a/ 3 

1— a/1— X ! 1-4-a/I— X 1 

x’-t-A/Sx-hX 4 = 42 — 5x. 


12°. Trovare il limite di A/® 4 -t-8x— 1 — x, allorché x 
aumenta indefinitamente. 

13°. Trovare il limite di a— a / a*— 6, a e 6 aumentando 
6* v 

in modo che il rapporto — si avvicini a un limite Osso. 

14° Dato un circolo, e un punto 0 sopra un diametro; 
trovare una retta P perpendicolare a questo diametro, e tale 
che conduccndo per il punto 0 una secante che intersechi la 
circonferenza in A e B, e rappresentando con pe.q le distanze 

dei punti A e B dalla retta P, la somma — -+• — sia indi- 

v p q 

pendente dalla direzione di AB. 

18°. Dati due circoli, uno interno all’ altro, trovare sulla 
linea dei centri un punto tale che le distanze del medesimo, 
dai due punti dove le circonferenze sono intersecale da una 
stessa perpendicolare alla linea dei centri, siano in un rap- 
porto costante. 

Risolvere le equazioni : > 


16». 


17°. 


a/uH-X ■+■ a /5-ìrX - 


18°. 


x 1 2x 

Sa -4- 3 

19°. Dimostrare che se l’equazione 


V x 5 x r 

3à + 4 


a 

“ 2 * 

ax*-r-6x-v-e = o 


ha 


le sue radici immaginarie, ax*H-bx-+-c è eguale ad a moltipli- 
cato per la somma di due quadrati di quantità reali. 
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EQUAZIO.1I t'HK SI RIDUCONO Jk QUELLE 
DI SECO.IDO Ul\UO. 


Equazioni biquadratiche. 


102. Si possono ridurre a equazioni di secondo gra- 
do, alcune di grado più elevato, per mezzo di un can- 
giamento d’incognita. 

Consideriamo in particolare l’equazione 

(1) ax'+bx'-tc = o, 

che si chiama equazione biquadratica. 

Prendendo x' per incognita, questa equazione di- 
viene di secondo grado; poiché, ponendo éc*=s, abbia- 
mo x k = s*, e l’equazione (1) diviene 

(Jj'+ÒS+C — 0. 

Da questa si ricava 

— b±\/b'—kac 
Z ~~ 2a • ’ 

e quindi 

«—-4 

x ha dunque, in generale, quattro valori, due a due 
eguali e di segni contrari. Tutti quattro sono reali, se 
i due valori di s sono positivi; se uno di questi valori 
è positivo, e l’ altro negativo, due sono reali e due ima- 
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ginari; finalmente se lutti due i valori di z sono nega- 
tivi o irnaginari, x non ammette nessun valore reale. 


Trasformazione delle espressioni della forma 


^ a-\-\/b. 


103. Si può qualche volta transformare la espres- 
^ a+\/b in una somma di due radicali sempli- 


sione 
ci, e porre 

( 1 ) 


a-\-\/b = y/x+s/y. 


dove x e y sono commensurabili. Infatti; inalzando a 
quadrato i due membri della equazione (1), si ottiene 

(2) a+\/b = x-by+2\/xy , 


equazione a cui si sodisfa, prendendo x ed y in modo 
che si abbia. 


( 3 ) 

ossia 


a — x-hy, 
\/b — 2\/xy f 



a = x-hy, 
b = 4 xy. 


Queste due equazioni (4) ci fanno conoscere (96) che x 
e y sono le due radici dell’ equazione 


cioò 


t ■ 0 

z —az -+- -r - = o; 
fa 


x a-t-yV — b 


a — \Za'—b 

y =— ^ — 


-QtgttrzdcfTJv <3oogIe 

** *** ■- ■ i ■ — * — 
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Se dunque a* — b è un quadrato perfetto, x e y saranno 
razionali, e la trasformazione si effettuerà colla formula 

(5) y.n-v't = + y' »- 


Questa formula (5) è vera qualunque siano a e b, 
ma non torna utile che quando o * — b è un quadrato 
perfetto. 

104. Osservazio?>e I. Nella dimostrazione della for- 
mula (5) vi è una difficoltà su cui bisogna fermarsi. 
L’equazione a cui si deve sodisfare, è 

(1) ^ a+y/b = y/x-\-y/y. 

Si è cominciato da sostituire ad essa la seguente: 

(2) a+y/ò = x+y+ly/xy, 

che si ottiene inalzando i due membri a quadrato. Ora 
questa equazione (2) è più generale della proposta, per- 
chè potrebbe essere sodisfalla anche se avessimo 

— -y/ a-\-y/b = y/x-\-y/y. 


Ma se conveniamo di prendere i radicali col segno-»-, 
questa ultima equazione diviene impossibile, e la equa- 
zione (2) diviene allora completamente equivalente 
alla (1). È evidente che sarà sodisfatta ponendo 


( 3 ) 


a = x-hy^ 
y/b = 2 \/xy ' 


Sostituendo a queste due equazioni 

j a = x-hy, 
j b ~ kxy, 
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si ha una difficoltà analoga alla precedente; l’equazione 
b — kxy è più generale di \/b = 1y/~xy, e sarebbe so 
disfatta se avessimo —y/b — ly/xy; ma anche qui la 
difficoltà sparisce, convenendo che i radicali siano tutti 
positivi. 

105. Osservazione II. Dovendo transformare 
/ a—y/b, si porrebbe 

<\J a — \/b = y/x -y/y, 

ossia 

i—y/b = x+y—ly/xy, 
che è sodisfalla se 

a = x-hy, 
y/b = *2.y/xy; 

equazioni che non differiscono dalle (3). x e y hanno 
dunque i medesimi valori che nel caso precedente, e 
si ha 

y'o - y/b = ^/ ci+Va'-b _ ^/ a-Vx—b 

106. Osservazione III. Per sodisfare all* equazione 

(2) a + \/b = x+y -f 2 y/'xy, 

abbiamo posto (3) 

a — x-\-y, 

\/b = 2\/xy, 

ed è evidente che queste due equazioni sono sufficienti 
perchè sia verificata la proposta; ma si può anche dimo- 
strare che sono necessarie, quando si voglia che a, b, 
x e y siano razionali. 

In generale, se abbiamo 

a-t-\/b = a'+y/b'; 


( 1 ) 
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a, b, a' e b' essendo razionali , bisogna che a e b siano 
rispettivamente eguali ad a' e b'. Si deduce infatti 
dalla (1) 

y/b = a' — a+\/b', 

e inalzando i due membri a quadralo, 

b = (a'-a)*-ffe'-f-2(a'— a)\/b; 

il primo membro è commensurabile, il secondo non sa- 
rebbe se non fosse a'=a ; dunque a deve essere eguale 
ad a', e per conseguenza anche 6 a b\ Per applicare 
questo risultato alla equazione (2) basta sostituire z-t-y 
ad a' e kxy a b\ perchè 2 yzy = y/kxy. 

Alcuni esempi di equazioni simultanee 
di grado superiore al primo> 

107. La risoluzione delle equazioni simultanee, è 
una delle quistioni più complicate dell’ algebra. Non vo- 
gliamo entrare qui nella teorica generale, ma trattere- 
mo soltanto alcuni casi semplicissimi. 

Si possono risolvere due equazioni a due incognite, 
una di primo e una di secondo grado. 

Infatti; sia dato il sistema 

(1) ax~ s r by= c , 

(2) Aif+Bxy-ì-Cx'-hDy-hEx+F = o. 

Dalla (1) si deduce 

/o\ c—ax 

o) y=— • 

Sostituendo questo valore nella equazione (2), otterremo 
un equazione di secondo grado in x, da cui si ricave- 
ranno per questa incognita due valori, a ciascuno dei 
quali corrisponderà un valore di y dato dalla formula (3). 
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108. Risolveremo anche alcuni sistemi semplici, per 
are conoscere diversi artifizi spesso usati. 

1°. Sia il sistema 


x'y+y'x — 30, 



o anche, mandando via i denominatori della seconda , 

xy(x-hy) = 30, 

6(x + y) = 5xy. 

Considerando xy, e x+y come due incognite u e v, 
avremo • 

uv — 30, 

6t> — 5 u. 

5 

La seconda dà »=—-«; sostituendo questo valore nella 
b 

prima, essa diviene 



ossia 

u' = 3Q, 

u = =t 6 ; 

onde si conclude 

v = ± 5. 

5 

Bisogna dare ad u e a v lo stesso segno, perchè v — ^u. 
Prendendo i valori u = 6 v = 5, abbiamo 

x-hy = 5, 
xy = 6, 

onde si deducono per x e y i valori 2 e 3. 
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Prendendo v — —5 u = — 6, abbiamo 

*-i-y = — 5, 
xy = — 6, 

onde per x e y i valori — 6 e 1. 

2°. Sia anche il sistema 

4 4-f -y 8-f-4y 12y* 

<t “T"* ’ — — - ‘ " “l « ’ } 

y y x x 

4y * — xy — x. 

La prima, mandando via i denominatori, diviene 
4a?’-f-(4-4-y)y.z’ = (8-f~4y)y*aH-12y*, 

o anche 

a:*(2-f y)*— 4ary*(2-t-y)-f 4y* = 16y\ 

I 

Poiché il primo membro è il quadralo di ar(2-+-y)— 2y*, 
questa equazione può scriversi 

<*(2+y)-2yy = (V)*, 

ed equivale alle due, comprese nella equazione 

x(2 -f-y) — 2y* = ± 4y\ 

Dunque si possono sostituire al sistema proposto i 
due seguenti 

x(2+y) — 2y* = 4 y* ; ar(2+y) -2y* = — 4y* ; 

4y * — xy — x : 4 y'—xy — x: 

che si risolveranno senza difficoltà, ricavando i valori 
di x dalle seconde e sostituendoli nelle prime. 

109. Alcuni problemi sono resi molto più semplici 
per una scelta conveniente dell’incognita. Eccone un 
esempio: 

Trovare quattro numeri in proporzione, conoscendo 
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la somma 2s dei medi, la somma 2s' degli estremi, e 
la somma 4q dei quadrati dei quattro numeri. 

Prendendo per incognito il prodotto x dei medi, la 
loro somma essendo 2 s, essi saranno (96) radici del- 
l’ equazione 

a* — 2 sz+x = o, 

e quindi eguali a 

s+y/s'—x, 

s—\Zs*—x. 

Nello stesso modo si troverà che gli estremi sono 

s'-hx/s^—x, 
s’—\/s '- — x. 

Facendo la somma dei quadrati di queste quattro 
espressioni, si trova ks* — hx-, 1’ equazione del 

problema sarà dunque 

às’-f-is ' 1 — hx = kq; 

dalla quale si dedurrà il valore di x, e quindi i quattro 
termini della proporzione, che saranno 

t'+VQ — ®*> s-+V r q~ s ' i i s ~V9— s '*ì s'—x/q—s*. 

È naturale il prendere per incognito il prodotto dei 
medi, perchè questo prodotto, per ogni proporzione, 
non ha che un solo vttìore. Cercando di determinare 
direttamente uno dei medi, si dovrebbero trovare tutti 
due collo stesso calcolo, perchè nulla li distingue nel- 
1’ enunciato. L’ equazione dunque sarebbe di secondo 
grado. 

110. Daremo anche la soluzione del problema se- 
guente: 

Trovare una proporzione , conoscendo la somma 4s 
dei suoi termini, la somma 4q dei loro quadrati e la 
somma Ite dei loro cuòi. 
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Siano a, b, c, d i quattro termini della proporzione. 
Prendiamo per incognita la differenza kx tra la 
somma degli estremi a+b e quella dei medi c-td; sia y 
il prodotto degli estremi, avremo 

a+b+c+d — hs, 
a+b—(c+d) = kx; 

onde si deduce 

o-t-6 = 2s+2a;, 
c+d — 25 — 2#; 

e poiché si ha 

ab = y, 
cd — y, 

si ottengono facilmente (96) per a, b, c, d i valori 

5+3r+y /(s-t-x)*— y , 

S-+X- \Z{s+xy—y , 

5— x+y/(s— x)'— y, 
s—x— \Z(s—xf — y. 

La somma dei quattro quadrali facilmente si trova 
eguale a 

hy, 

e la somma dei quattro cubi eguale a 
1C5 (s*h-3x*)— 125?/; 

onde le due equazioni 

8(5*-fa ?*)— Uy = hq, - * •” 

165(5*4-3x*)— 125y = he, 

le quali si risolveranno senza difficoltà. 
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JEaercM. 


1®. Risolvere le equazioni 

m n 

a a x m -bb m y a = 2(axf(byf , 
xy = ab. 


2°. Data la somma q delle aree di due rettangoli, la 
somma a delle loro basi, e le aree p e p' di due rettangoli 
che abbiano la base dell’uno e l’altezza dell’altro: trovare 
questi rettangoli. 

3®. Trovare una progressione geometrica, datala somma 
dei suoi termini, la somma dei loro quadrali e la somma dei 
loro cubi. 

Risolvere i seguenti sistemi di equazioni: 


4®. 



8°. x(y-bz) = p, y{x-bz) = p\ z(x-by) = p". 

6®. 2 (ab-bxy'-b(a-bb)(x-by) = o, 

2(cd-bxy)-b(c~bd)[x-by) = o. 

7®. x-by = a, x'-by' = d\ 

8°. a' — x f = 3xy, 

— \Zy){a — x) = 3 [x-by)y/x. 


9®. 




61 

\/xy 

4 4 

\/x* y-bi/xy* = 78. 


«>"• y^/(a—x){x—b)-b.r\/[a — y)\b—y) 

— 2[6v/(a— ^ x)[a— y)-ba^/(x— b)[b— y)] . 
xy = 4a6. 


n®. fSL^a, £SL = ». S!L = 

x~by x-bz y-bz 
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12°. Trovare quadro numeri in progressione geometrica, 
dale la loro somma e quella dei loro quadrati. 

13°. Trovare un numero di due cifre, che diviso per il 

prodotto di queste due cifre, dia per quoziente 8 - , e che, 
diminuito di 9, divenga eguale al numero che si ottiene ro- 
vesciando le sue cifre. 

11®. Trovare un numero di tre cifre, la seconda cifra del 
quale sia media proporzionale tra le altre due, e che stia alla 
somma delle sue cifre come 124 : 7, e aumentato di 894 di- 
venga eguale al numero che si otiiene rovesciando le sue 
cifre. 

Risolvere i seguenti sistemi di equazioni: 

V X — 1 / 20 

x-hy ~ x-\ -y' 
x'+y' = 34. 

(x-+-y)(xy-\-ì) = i8xy, 

■{x‘ t -i-y r )[x t y' t -t-i) = 208a: s y*. 

x l -\-\/x'y i -+- y*-*-V ®V — a > 

S 

x+y-¥$*/bxy = b. 

8 8 8 8 

x t -+-x 1 y i -\-y ì = a, 

\ 3888 

x -\-x ì y 1 -\-x = b. 

x'-hxy+y'- _ x'—xy+y* _ . 

' x-i-y ~~ °' x — y 

21®. Trovare cinque numeri in progressione aritmetica, 
data la loro somma e il loro prodotto. 


18®. 

16 ®. 

17°. 

18®. 

19°. 

20\ 
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22°. Trovare quattro numeri in progressione aritmetica, 
data la loro somma e quella dei loro inversi. 

Risolvere i sistemi di equazione: 

23°. (1 — — (1-Kr s ) ? (t— t/ 5 ) = 4x'^/TZy r , 
ixy = ^/2(l-x'-)(i-y'): 

= 4 a*- b'Xb+cfxy, 

= -icxy. 

28®, , — -\/ i—.r = m, 

xy -+- \Zi-x* y'i—y 1 = n. 
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TEORIA DELLE DISKG CAGLIA!»*. 


Definizioni. 

111. Si dice che un numero A è maggiore di un 
altro numero B, quando la differenza A — B è positiva. 

Secondo questa definizione, ogni numero positivo è mag- 
giore di un numero negativo, e i numeri negativi sono 
tanto maggiori, quanto minore è il loro valore assoluto. 

Esempio. Si ha 

l>-8, 

-7 >-20, 

e anche 

0 > — 4 . 

112. Quando una quantità che dipende da un nu- 

mero incognito, deve essere maggiore o minore d’ un’al- 
tra, l’espressione algebrica di questa condizione, che 
si chiama diseguaglianza, permette, in generale, di de- 
terminare dei limiti tra i quali l’ incognita deve essere, 
o non deve essere compresa. Ne diamo in questo Capi- 
tolo alcuni esempi. ; 

Prìncipi generali relativi alle dùegaaglianze. 

113. In una diseguaglianza si può, senza cangiare le 
condizioni che esprime, aggiungere o togliere uno stesso 
numero ai due suoi membri, e per conseguenza, far passare 

9 
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un termine da un membro nell’altro come in una equa- 
zione. Infatti, non si cangia la differenza di due numeri, 
aumentandoli e diminuendoli egualmente, e quindi la di- 
seguaglianza che vi era tra loro rimane sempre la stessa 
e nello stesso senso, dopo questa addizione o sottrazione. 
Cosi alla diseguaglianza 

A>B 

si può sostituire, qualunque sia m, 

A+m > B+m. 

114. Si può anche moltiplicare per uno stesso nu- 
mero i due membri di una diseguaglianza, purché questo 
numero sia positivo. Infatti le due diseguaglianze 

4>Z?, 

mA > mB, 

sono equivalenti, quando m è positivo, poiché allora le 
differenze mA—mB o m(A— B) e A—B hanno il me- 
desimo segno. 

Si può anche moltiplicare per un numero negativo 
i due membri di una diseguaglianza, ma bisogna allora 
cangiarne il senso. Così, indicando n un numero nega- 
tivo, le diseguaglianze 

A>B t 
nA < nB 

sono equivalenti, perchè la differenza nA—nB o n{A— B) 
è di segno contrario ad A—B. 

Lo stesso può dirsi della divisione dei due membri 
di una diseguaglianza per uno stesso numero, perchè la 

1 

divisione per m equivale alla moltiplicazione per — . 

115. Non si possono inalzare a quadrato i due 
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membri di una diseguaglianza, altro che quando sono 
ambedue positivi. Abbiamo, per esempio, 

4>_ 7 , —3 > —9, 

e se inalziamo i due membri a quadrato, si ottengono le 
due diseguaglianze 

16 >49, 9 >81, 

che sono inesatte. 

Non si può neppure estrarre la radice quadrata dai 
due membri di una diseguaglianza , se non si prendono 
i risultati positivamente. C«sì se 

A'>B\ 

non sarà 

A>B , 

se A non è positivo. 

116. Date due diseguaglianze nello stesso senso, 

A>B, 

C>D, 

sommandole membro a membro, si ottiene una nuova 
diseguaglianza 

A+C>B+D 

che è esatta, ma che non può, come nelle equazioni, 
essere sostituita a una delle proposte; con altre parole, i 
due sistemi 

A>B, C>D; 

A>B, A+C>B-hD 

non sono equivalenti. Il secondo è una conseguenza del 
primo, ma non il primo del secondo. 
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Sifpguaglianze di primo grado a osa incognita* 


117. Dna diseguaglianza a un incognita, si dice di 
primo grado, quando può porsi sotto la forma 

Ax+B ^ > A'x+B’, 

A, B, A', B*, rappresentando numeri dati. Per trovare i 
valori di x dai quali è sodisfatta, facciamo passare i 
termini da un membro nell’altro (113) in modo che 
prenda la forma 

(A—A^x > B’—B. 


Dividendo i due membri per A— A\ se ne dedurrà, se- 
condo che questa differenza sarà positiva o negativa, 


*> 


&— B 
A -A’ 


ovvero 


x< 


B'-B 


Basta dunque prendere x maggiore o minore di un certo 
limite. Si può osservare che questo limite è precisamente 
il valore di x che renderebbe eguali i due membri. 

118. Risolveremo, come applicazione, il problema 
seguente : 

Due punti fissi A e B si trovano a una distanza 2c, 
e un punto M si muove in modo che si ha sempre 
AM-b-BM = 2a, essendo a una retta data , maggiore 
di c; tra quali limiti si mantiene continuamente com- 
presa la distanza AM? 

Supponiamo AM^>B3I; chiamando x e y le due 
rette AM e BM , si avrà, secondo l’enunciato, 

(1) x-\-y — 2 a. 

Di più, affinchè il triangolo AMB sia possibile, è neces- 
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sario che il lato AB o 2 c sia minore della somma degli 
altri due, e maggiore delia differenza , cioè 

(2) 2c < x+y, 

(3) 2 c>x-y. 

La prima diseguaglianza (2) è una conseguenza necessaria 
della equazione (1), si può quindi sopprimere. Quanto alla 
seconda, sostituendovi a a? il suo valore 2 a—y, diviene 

2c > 2 a—y—y, 

ossia 

2c > 2a— 2y, 

che equivale ad 

y > a—c. 

Aggiungendo ai due membri di questa diseguaglianza 
le quantità eguali e positive (113) 2 a—y e x, abbiamo 

2 a^> a—c+x, 

ossia 

x < ^ a-\-c. 

Dunque si deve avere 

y > a—c, x < a-t-c , 

y rappresentando il minore, e a? il maggiore dei due lati 
AM e MB, e i limiti tra i quali deve rimanere compreso 
AM, sono a — c ed a-f-c. Può divenire eguale all’uno o al- 
l’altro; ma non minore del primo o maggiore del secondo. 


Diseguaglianze di secondo grado. 


119. Una diseguaglianza si dice di secondo grado 
quando può porsi sotto una delle due forme 

Ax*+Bx-hC^> o, Ax*-+Bx-\~C<^o, 

A, B, C, rappresentando numeri dati, e x il numero in- 
cognito di cui si vogliono determinare i limiti. 

Si possono dividere i due membri di questa dise- 
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guaglianza per A, cangiandone il senso (114), quando A 
è negativo, e si riduce cosi a una delle due forme 
x*-hpx+q > o, x'+px+q < o , 


p e q rappresentando i rapporti — e che possono 

essere numeri qualunque positivi o negativi. 

Cerchiamo dunque per quali valori di x, il trino- 
mio x'-hpx+q è positivo o negativo. 

Bisogna distinguere tre casi: 

1°. L’equazione xM-px+q = o ha due radici reali 
e diseguali. 

Chiamando x' e od' queste due radici, si avrà (97) 
identicamente 


x'+px+q = ( x — ad)(x — ed). 


Affinchè x'-hpx+q sia positivo, è dunque neces- 
sario e sufficiente che x — x’ e x— ad' abbiano lo stesso 
segno, cioè che x sia o maggiore della maggior radice, 
o minore della minore. 

Se x è compreso tra le due radici, le due differen- 
ze x— od e x— x" hanno segni opposti, e x'+px+q è 
negativo. 

2°. L‘ equazione xM-px+q = o ha le due radici 
eguali. 

Chiamando x’ il loro valore comune, si ha (97) 
x'-hpx+q — (x—sdy-, 

e poiché un quadralo non può essere mai negativo, la 
diseguaglianza 

x'+px-hq < o. 


è impossibile, e la diseguaglianza 
s*-f -px-tq>o, 

è sempre sodisfatta, purché x sia differente da ad. 


'A •% 

Ci— ' . 
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3°. La equazione x*-i-px-f-qi=ro ha le radici ima- 
ginarie . 

In questo caso abbiamo 

o* 

p'—hq<^o, ossia 
Ora , si ha identicamente 

x'+px-hq = x'+px+ t- q— L. — (x -4- | )*+g— . 

x *+px-\-q è dunque la somma di due parti positi- 
ve ì (x + JL'j e q — e non può nè annullarsi, nè 

divenire negativa. 

La diseguaglianza 

x , ~\~px+q'^>o, 

è dunque sodisfatta sempre, e 1* altra 

x'+px+q < o, 

è impossibile 

Esempio 1°. Sia la diseguaglianza 

4 

i — 3x*—5x — g- > o, 

che equivale a 

Eguagliando H primo membro a zero, si trovano per 
A II 

radici — e — . Dunque affinchè sia negativo, è ne- 
<3 3 

cessario che x sia compresa tra le due radici, cioè che sia 

*<“" T’ X >~1T 
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Esempio 2°. Sia la diseguaglianza 
Zx — a;*— 7 <o, 

che equivale ad 

x * — 3x-}-7 o. 

Poiché le radici della equazione x * — 3x+7 = o sono 
imaginarie, la diseguaglianza proposta è sodisfatta qua- 
lunque sia x. 


Discussione di alcuni problemi. 


120. La teorica delle diseguaglianze, serve spesso, 
nella discussione dei problemi, a determinarne le con- 
dizioni di possibilità. Ecco alcuni esempi. 

Problema 1°. Determinare i lati di un triangolo 
rettangolo , di cui sono dati V area m*, e il perime- 
tro 2p. 

Siano x e y i cateti del triangolo e s l’ ipote- 
nusa; avremo, per proposizioni ben cognite, 

(1) z* = x'+y\ 

(2) x+y+z = 2p, 

(3) 2 m* = xy. 


Moltiplicando per 2 i membri della terza equazione, e 
sommandola colla prima, si ottiene 

(4) z'+hm' — ix+yf. 

•» 

La seconda porge 


onde 

(5) 


x+y = 2p—z, 
(x+y)' = Qp— z)\ 


Eguagliando i due valori di (x+y)* dati dalle equa- 
zioni (4) e (5), si ha 

(2 p—z)' = s*-+ 4 j»*, 
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ossia, effettuando l’ inalzamento a quadrato, e soppri- 
mendo il termine a* che è comune, 


onde 

( 6 ) 


4 p* — kpz = km' ; 


p' — m' 


Da questo valore di z si deduce che una delle condi- 
zioni di possibilità del problema è p'^>m'; ma questa 
condizione non basta, bisogna inoltre che si trovino 
per x e y valori positivi e reali. Ora, conosciuta z, le 
equazioni (2) e (3) fanno conoscere x-hy e xy, e danno 


~ p'-hm' 

x+y — 2 p—t = 1 , 


xy = 2 m' ; 


P 


quindi x e y sono radici della equazione 

u'-£±?-u+<2m' = o t 
P 


Questa equazione ha, evidentemente, due variazioni, 
quindi (99*) le sue radici sono ambedue positive, se sono 
reali. Basta dunque esprimere che sono reali, cioè che 
abbiamo 


(p'-hm*)' 

kp 


2 m* > o , 


ovvero, poiché p ' è positivo, 


(p'-htn*)' ]> 8p*m*, 


ed estraendo la radice quadrata dei due membri, che 
è permesso perchè sono positivi, 

(7) " p'-\-m' > 2pm\/2. 

Questa è la condizione cui debbono sodisfare p e m, 
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e se ne possono dedurre i limiti Ira i quali può variare p , 
per un valore dato di m, o m per un valore di p. Otterre- 
mo contemporaneamente questi risultati, ponendo £=r. 

Infatti; dividendo per m* i due membri della disugua- 
glianza (7), essa diviene 

>2rv/2, 

ovvero 

r*— 2r\/2-l-l >o; 

onde si conclude (119) che r deve essere maggiore 
della maggiore, o minore della minore radice di 
r* — 2r\/2-f-l = o, cioè o maggiore di \/2-4-l, o minore 
di v"2— 1, Ma » essendo, come abbiamo veduto, mag- 
giore di m, il rapporto non può essere minore di 

\/2— 1, che è minore di 1: bisogna dunque che sia 
maggiore di y^+l; e questa è la condizione che deve 
essere sodisfatta affinchè il problema sia possibile. 

Osservazione. Il triangolo rettangolo che ha il 
perimetro eguale a 2 p, e l' area eguale a m 1 , non è 

possibile altro che se è maggiore di \/2-t-l, e quindi 

m< VM’ 
p>m(V 2+1). 

Queste disuguaglianze risolvono le questioni se- 
guenti: 

Qual'è la massima area di un triangolo rettan- 
golo di perimetro dato? 

Qual’è il minimo perimetro di un triangolo ret- 
tangolo di area data? 

Problema 2°. Inscrivere in una sfera di raggio R 
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un cilindro , la cui superficie totale, compresevi le due 
basi, sia equivalente a un circolo di raggio dato, ir m*. 

Chiamando x il raggio della base, e y 1’ altezza del 
cilindro, la geometria dà immediatamente le seguenti 
equazioni: 


( 1 ) 



( ìirx t -{- < brxy = irm'; 


ossia, sopprimendo il fattore ir, 

(2) 2x*-{-2xy = m t . 

Dalla (2) si deduce 

m'— 2x* . 

^ 2 # ’ 

e sostituendo nella (1) questo valore, si ottiene 


x 


(nf- 2£V ■ 

Uix* * 


e mandando via i denominatori e riducendo i termini 
simili, 

20x‘— = o; 


onde 


( 3 ) 


^ AmM-lG/?* rfc x/tlun'+iGlff-Wm' 

y 40 


I segni dei coefficienti della equazione biquadratica 
che dà i valori di a:*, danno due variazioni; quindi 
se le radici sono reali, sono ambedue positive, e cia- 
scuna dà un valore reale per x. Ma non basta che x 
sia reale e positiva, bisogna che sia anche y; quindi 
deve essere 

m' — 2#*> o, 

*< — • 

^ V2 
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Il problema avrà dunque tante soluzioni, quanti 
sono i valori di x dati dalla (3), che sodisfanno a questa 
condizione. 

Questi valori di x debbono essere reali ; perciò basta, 
come abbiamo detto, che siano reali i valori di a;*, e 
quindi che sia sodisfatta la diseguaglianza 


ossia 

cioè 


W 


(4m*-t- 1 6/ì*)* 80m* , 

> k\/5 . m x . 




4tf* 

yò — 1 * 


Adempita questa condizione, cerchiamo in quali casi 
sodisfanno ambedue i valori di x; è necessario perciò 

m 


che siano minori di 


V/2 ’ 


ed evidentemente basta 


esprimere che il maggiore sodisfa a questa condizione, 
e quindi si avrà la diseguaglianza 


m* ^ km'-hìGIì'-hy — 80m‘ 
2 ^ 40 “ 


ossia, mandando via i denominatori e riducendo, 

16(ro*— li*) > y/ikm'-t-tMl')*— 80m\ 

Se m i minore di R, questa diseguaglianza è im- 
possibile, e quindi non possono esservi due soluzioni. 

Se m è maggiore di R, essendo positivi i due mem- 
bri della diseguaglianza, si possono inalzare a quadrato 
dopo averli divisi ambedue per 4 , e così abbiamo 

16(m*— R*)* > (m*+4/i*)*— 5m 4 , 

ossia 

20m 4 — 40 wj*ìI* > o, 
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ro*>2fl* 


Ma perchè x sia reale deve essere 


m*< 


4 fl* 

yò-t ’ 


Dunque perchè vi siano due soluzioni, bisogna 

4 «i 

che m * sia compreso tra 2/ì* e — - — 

\/5— 1 

Un calcolo facile dimostrerebbe che il più piccolo 
valore di x sodisfa sempre, e ogni qualvolta è reale dà 
una soluzione del problema. 

Osservazione. Possiamo spiegare nel modo se- 
guente i resultati ottenuti. 

Esaminando i valori successivi per i quali passa la 
superficie di un cilindro inscritto in una sfera, quando 
il raggio della base aumenta da zero fino al raggio R 
della sfera, si vede che questa superficie, nulla in prin- 
cipio, aumenta fino a un limite che ci fa conoscere il 


UnR* 

calcolo, e che per quel che abbiamo trovato, è — - — -, 

yb — 1 

poi diminuisce fino al valore 2 ttR*, che corrisponde al 
caso in cui, essendo nulla l’altezza, il cilindro si riduce 
alle sue basi che sono due grandi circoli. Ora, aumen- 
tando da zero fino al massimo, per diminuire dal mas- 
simo fino a 2 irR*, è evidente che la superficie del cilin- 
dro passa due volte per tutti i valori compresi tra il 
massimo e 2 jt /!*, e una sola volta per quelli minori 
di 2 nR\ 
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Esercizi. 

\ 

1°. Dedurre dalla discguaglianza 
x-va x-\-b 

i limili Ira i quali devo essere compresa x, essendo a> b. 

2°. Condizioni necessarie perchè sia sodisfalla, qualunque 
siano x, y, la diseguaglianza 

Ay'-hBxy-t-Cx'+Dy-hEx-t-F > o. 

3°. Condizioni perchè sia sodisfalla qualunque siano x, 
y, s, la disuguaglianza 

4°. Condurre da un punto a una circonferenza una se- 
cante di una data lunghezza, e determinare le condizioni che 
debbono verificarsi affinchè sia possibile. Si suppone data la 
perpendicolare b abbassata da questo punto sopra nn diame- 
tro del circolo, la disianza a del piede di questa perpendico- 
lare dal centro, e il raggio R del circolo. 

8®. In un circolo di centro C e di raggio R, la polare 
<li un punto 0 è una perpendicolare a OC condotta da un 
punto X di questa retta, in modo che CXXOC = R*. Dati 
due circoli, trovare se un punto del loro piano può avere la 
medesima polare in ambedue. 

w-F'+P-H 

6®. x/dbcd è compreso tra la maggiore e la mi 

m n r f 

nore delle espressioni x/a, \/b, x/ c > 

7®. Si ha sempre 

aa-f-a'a’-t-aV'-K... < vV+ a ,! +a" ! +Z •+• 
a meno che 
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8°. x i -¥y s — x'y — y'x è sempre positivo, qualunque siano 
i valori positivi di x e di y. 

9“. 3(l-t-aM-a') è maggiore di (l-*-a-i-a*) s , qualùnque 
siano i valori positivi o negativi di a. 

10°. abc è maggiore di (ch-&-c)(<h-c— 6,(6-t-c — a) qua- 
lunque siano i numeri positivi a, b, c. 

ii°. a&(a-t-6)-Hac(a-*-c)-t-cb(6-t-c) > 6aòc qualuque siano i 
valori positivi di a, b, e. 

12°. Qualunque siano i valori positivi di a,, a*, a,, ... a mt 
dimostrare che 


— («i-t-Oj-i-aj-t- .... -+-a„) > -vA*i a i -+- V a i a i -+• V a fli ■+• 

u 
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CAPITOLO Al. 

PROBLEMI m MASSIMI E MIMIMI. 


121. Quando si vuol rendere una grandezza eguale 
a una quantità data , il problema spesso non è possibile 
che sotto alcune condizioni. Nel maggior numero di casi, 
bisogna che la quantità data sia compresa tra certi li- 
miti che la discussione fa conoscere. Questi limiti de- 
terminano il maggiore e il minore dei valori che si pos- 
sono attribuire alla grandezza considerata, cioè il mas- 
simo e il minimo di questa grandezza. Ne abbiamo ve- 
duti alcuni esempi nel capitolo precedente; qui ne ag- 
giungiamo alcuni altri, unendovi la soluzione di alcune 
questioni di massimi o minimi che si risolvono in un 
modo meno diretto. 

122. Problema I. Dovendo la somma di dm nu- 
meri x e y rimanere sempre eguale a 2a, tra quali li- 
miti può variare il loro prodotto. 

Chiamato p il prodotto dei due numeri x e y, cer- 
chiamo di determinarli; vedremo poi a quali condizioni 
deve sodisfare p, perchè il problema sia possibile. 

Si ha 1 

(1) x-hy = 2 a, 

(2) xy=p, 

quindi xey sono le radici della equazione 

(3) **— Zax+p = o, 
e i loro valori sono reali (91), se 

a'>p. 
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Dunque a* è il limite che p non può superare, e quindi 
è il massimo del prodotto xy. Non vi è minimo. 

Supponendo p — a *, l’equazione (3) ha le due sue 
radici eguali ad a; il prodotto massimo corrisponde dun- 
que al caso in cui x e y sono eguali ad a. 

Dal risultato precedente se ne possono dedurre al- 
tri, che non si sarebbero potuti ottenere direttamente 
con eguale facilità. 

123. Teorema. Il prodotto di più numeri positivi, 
la somma dei quali è eguale a un numero dato, è massi- 
mo quando sono tutti eguali tra loro. 

I numeri considerati dovendo essere ciascuno mi- 
nore della somma data , il loro prodotto non potrà su- 
perare ogni limite, e quindi avrà un massimo. 

Sia abc....l questo massimo; dico che questi fattori 
non potranno essere diseguali, perchè se due di essi, 
per esempio a e b, fossero diseguali, si potrebbe sosti- 


tuire ad ambedue 


a-4-ò 


, senza cangiare il valore della 


somma, e con questo si aumenterebbe il loro prodotto, 
poiché (122) la somma di due fattori essendo costante, il 
prodotto è massimo quando i fattori sono eguali. Dun- 
que si avrebbe 

■ , a -4-6 0-4-6 » 

abc....l <^ — ~ — . — q — 


e quindi abc....l non sarebbe il prodotto massimo che si 
potesse fare con un medesimo numero di fattori che 
avessero la stessa somma. 

124. Osservazione. Nel ragionamento precedente, 
abbiamo supposto che a, 6, c, .... I, fossero numeri po- 
sitivi. Se fosse altrimenti, il prodotto non avrebbe mas- 
simo, perchè, rimanendo la htessa la somma dei fattori, il 

loro valore assoluto potrebbe aumentare indefinitamente, 

ro 
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e se i fattori negativi fossero in numero pari, il pro- 
dotto sarebbe positivo e potrebbe divenire grande quanto 
si volesse. 

125. Problema 2°. Data la somma di due numeri 
positivi x e y, trovare il massimo del loro prodot- 
to x m y n , m e n essendo numeri interi dati. 

Il massimo cercato corrisponde agli stessi valori 
di x e di y che danno il massimo di 



perchè questa espressione non differisce dalla prima che 
per un fattore costante — ; ma questo nuovo pro- 

dotto può esser considerato come composto degli m-hn 
fattori 


X 

X 

X 

m 1 

— — * •• 
m 

•• ■ 
m 


y_ 

n 


1 


y 



la somma dei quali m — -bn ^ -, ossia x-hy, è data. 

m n 

Dunque il prodotto sarà il massimo (123), se i fattori sono 
eguali, cioè se 

m n * . 

Questa relazione permetterà di determinare x e y, poi- 
ché si conosce, per ipotesi, la somma x-+-y. 

126. Problema 3°. Dato il prodotto p di due nu- 
meri positivi , trovare il minimo della loro somma. 

La somma sarà minima, quando i due numeri sa- 
ranno eguali a y/p, e quindi la loro somma eguale 
a 2 y/p. 

Infatti, il massimo prodotto di due numeri che 
hanno per somma 2 \/p è eguale (122) a y/p. y/p, ossia 
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a p. Dunque se due numeri hanno una somma minore 
di 2 \/p, il loro prodotto massimo sarà minore di p ; e 
quindi perchè il prodotto di due numeri sia/j, è necessa- 
rio che la loro somma non sia minore di 2 y/p; dunque 
2 \/p è il minimo valore di questa somma. 

127. Problema 4°. Dato il prodotto p di n numeri 
positivi, trovare il minimo della loro somma. 

La somma sarà minima quando tutti i numeri sa- 

» 

ranno eguali a y/p, e quindi la loro somma eguale 

» 

a n\/p. 

Infatti; il massimo prodotto di n numeri che hanno 
per somma ny/p è (123) {y/p) ossia p; e quindi se n 

n 

numeri hanno una somma eguale a ny/p, il loro pro- 
dotto non potrà superare p. A fortiori se hanno una 

JV 

somma minore di n\/p, il loro prodotto sarà minore 
di p. Dunque perchè il prodotto di n numeri sia eguale 

n 

a p , bisogna che la loro somma non sia minore di n\/p, 

n 

e n\/p è, quindi, il valore minimo di questa somma. 

128. Problema 5°. Dato il prodotto a? m y n = p, 
trovare il minimo di x-f-y. 

OC V 

Questo minimo corrisponderà al caso in cui — . 

Siano, infatti, a e due numeri tali che 

«"/3" = p , 

a /3 

m n ’ 

Fra tutti i numeri x e y che hanno per som- 
ma *■+$ (125), a e /3 sono quelli che danno al pro- 
dotto x m y n il massimo valore. Se dunque due numeri x 
e y hanno una somma minore di *+/3, il prodotto x m y H 
sarà, a fortiori , minore di cioè di p. Dunque per- 
chè x n y n sia eguale a p, bisogna che x-hy sia almeno 
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eguale a «4-/3, che, per conseguenza, sarà il suo valore 
minimo. 

129. Osservazione. I tre problemi precedenti (126), 
(127), (128) sono, in qualche modo, reciproci di quelli 
risoluti al principio del Capitolo (122), (123), (125). 
Questa reciprocità tra alcuni problemi di massimo e 
minimo può essere formulata in modo generale, così: 

Se, per un valore dato di una quantità B, un altra 
quantità 4 è massima sotto determinate condizioni; per 
un valore dato di .4, B sarà minima sotto le medesime 
condizioni, purché il valore massimo di A diminuisca 
quando il valore dato di B diminuisce. 

Ammettiamo, infatti, che Ai sia il massimo valore 
di A che possa conciliarsi col valore /?, di B. A fortiori 
un valore di B minore di Bi richiederebbe che A fosse 
minore di 4,, poiché, per ipotesi, il massimo di il è 
tanto più piccolo quanto minore è il valore di B. II va- 
lore 4, di 4 non può perciò corrispondere che a valori 
di B al meno eguali a Z? t , e, con altre parole, Bi è il 
minor valore di B che corrisponda ad 4 = Ai , cioè il 
minimo di B corrispondente al valore 4 t di 4. 

Esempi. Sì dimostra in geometria: 

Che la circonferenza è la curva che, con una lun- 
ghezza data, contiene l’area massima: 

Che il triangolo equilatero è il triangolo che, con 
un perimetro dato, contiene l’ area massima. 

Se ne deduce: 

Che la circonferenza è la curva che, con un’area 
data, ha il minimo perimetro; 

Che il triangolo equilatero è il triangolo che con 
un’area data ha il minimo perimetro. 

130. Applichiamo ora il metodo generale, col quale 
abbiamo risoluto il problema 1°, a problemi più com- 
posti. 
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Problema 6°. 
riare V espressione 


Trovare tra quali limiti può va- 

ax'+bx+c 
a'x'+b'x-'rc' ’ 


quando x prende tutti i valori possibili. 
Poniamo 


(i) 


ax'-hbx+c 

a'x'-hb'x-hc' 


— m. 


Se ne deduce 

x'(a— ma’)+x(b — b'm)-hc - c'm = o. 


X: 


b'm—bdz\/'(b‘tn — 6)*— 4(g — a'm){c—c'm) 


2(a— a'm) 

Affinchè x sia reale, deve essere 

(b'm — b)*—k(a—a'm)(c — c'm) > o. 


cioè 


(2) m\b *-ka'c)+m(kac'-h 4 a'c — 266')+6*— 4ac > o. 


Qui disiingueremo tre casi: 

i°. 6' s — 4a'c' positivo. 

In questo caso il trinomio che forma il primo mem- 
bro della diseguaglianza sarà positivo, cioè avrà lo stesso 
segno del primo termine, per tutti i valori di m non 
compresi tra le radici dell’ equazione ottenuta eguaglian- 
dolo a zero. Dunque, se queste radici sono reali e le 
indichiamo con m' e m", m potrà prendere tutti i valori, 
tranne quelli compresi tra m' e m"‘ se sono imaginarie, 
potrà prendere qualunque valore senza eccezione veruna. 

2°. 6'* — 4a'c' negativo. 

In questo caso, il trinomio che forma il primo 
membro della diseguaglianza sarà positivo, cioè di se- 
gno contrario al suo primo termine, per i valori dim 


tu 
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compresi tra le radici dell’ equazione ottenuta eguaglian- 
dolo a zero. È impossibile che queste radici non siano 
reali , perchè allora m non potrebbe prendere alcun va- 
lore, ed è evidente, per la equazione (1), che questo non 
può ammettersi. 

3°. b n — ka’c' nullo. 

La diseguaglianza diviene allora di primo grado, e 
la risolveremo come abbiamo detto (117). 

Problema 7°. Essendo x e y due variabili legate 
• Ira loro da una equazione di secondo grado 

(1) ay i +bxy+ex*-ì-dy-hex+f=o, 

trovare i valori estremi che può prendere una di esse, 
per esempio x. 

Risolvendo l’ equazione (1) rapporto a y, si ottiene 

(2) y = — -^- sfc ^V( bx + d)'—ka{cx'-+ex-\-f ) . 

La quantità sotto il radicale, è un trinomio di secondo 
grado a cui possiamo sostituire mx'+nx+p; m, n, p, 
essendo quantità cognite, delle quali facilmente si for- 
mano le espressioni, cioè: 

m = b'—kac , n = 2 bd—kae , p = d'—kaf, 
onde avremo 

(3) y = ± JL vW+KX+f . 

Ora è evidente che si potranno dare ad x soltanto 
quei valori che rendono mx'-\-nx->rp positivo, perchè, 
altrimenti, y risulterebbe imaginario; x deve dunque 
sodisfare alla diseguaglianza 

(4) mx'+nx+p > o, 
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e abbiamo veduto (119) come si può, nei differenti casi, 
dedurre dalla diseguaglianza (A) i limiti tra i quali x 
deve essere o non essere compresa. 

Problema 8°. Trovare tra quali limiti può variare 
il polinomio 

(1) Ay'+ Bxy+Cx'-hDy+Ex+F , 

quando le variabili x e y prendono tutti i valori pos- 
sibili. 

Poniamo Ay'-hBxy+Ci^DyA-Ex-t-F = m; se in 
questa equazione si considera y come incognita , si ricava 

y = — —^~ ±= ^j\/(Bx+Dy—kA(Cx i -\-Ex-hF—m). 

Affinchè un valore di m sia compatibile con valori 
reali di a; e di y, bisogna che per questo valore di m, 
con una scelta conveniente del valore di x, si abbia 

( Bx+D )' — kA{Cx'+Ex-\-F~~ m) > o , 

cioè 

<2) (B'~ hAC)x'+2(BD-2AE)x-hD'— hAF+hAm > o, 

Distingueremo anche qui tre casi. 
i°. B 5 — bAC positivo. 

In questo caso la diseguaglianza (2) è sempre possi- 
bile, perchè un trinomio di secondo grado può sempre 
prendere il segno del suo primo termine; non vi sono 
limili per m. 

2°. B'—kAC negativo. 

In questo caso, la diseguaglianza (2) è possibilè 
quando il primo membro eguagliato a zero dà valori 
reali per a;, e impossibile nel caso contrario. Infatti sap- 
piamo che un trinomio di secondo grado non può dive- 
nire di segno contrario al suo primo termine, altro che 
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quando si annulla per valori reali della variabile. Si deve 
dunque scegliere m in modo che l’equazione 

(Z?’-U C)x*-h2{BD—2AE)x+D'—kAF+iAm — o t 

abbia le radici reali. Questa condizione è espressa dalla 
di seguaglianza 

(BD—2AE)* > {B'—kAC){D'~kAF+kAm) ■ 

che è di primo grado in m, e quindi sappiamo (117) ri- 
cavarne il limite di questa quantità. 

3°. B'—kAC nullo. 

La diseguaglianza (2) diviene di primo grado in x, 
e quindi possibile per qualunque valore di m, e questa 
quantità non avrà limite. 

Ma se accadesse che anche BD—1AE fosse nullo, 
la diseguaglianza diverrebbe 

D* — kAF-+-kAm > o, 


e se ne dedurrebbe un limite per m, cioè 

hAF-D' _ ^ hAF-D' 

m> ^ oppure w< j - A — , 


hA 


secondo che A fosse positivo o negativo. 

Problema 9°. Rimanendo sempre la somma 
x+y = 2a, tra quali limiti pud variare x*4-y’? 

Rappresentando con «*, e cercando di deter- 

minare x e y, troveremo a quali condizioni deve sodis- 
fare affinché il problema sia possibile. Abbiamo 

(1) a?-i-y = 2o, 

(2) aj’+j/’zrrs*; 

si deduce dalla (1) 

y = 2 a—x, 
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e, sostituendo questo valore nella (2), 

(3) j:*-F-(2 a—x)* = s\ 
ossia 

(4) ar*+8a’ — i2a , x-i-6ax i —x t = $*, 

e sopprimendo i termini x* e —x n che si distruggono, e 
ordinando rapporto ad x 

* 

(5) 6 ax* — 12a\r-f-8a 3 — 5* = o, 
onde 

(6) x = a d= \/ìk>*a K — 2àa^8a*— $*), 

e, affinchè il problema sia possibile , bisognerà che sia 
144a 4 — 24a(8a 3 — s*) ]> o ; 

se a è positivo, possiamo sopprimere il fattore 24o, e si 
ottiene 

6a*— 8a s -f-$ s > o, 

onde 

**>2a’ ; 

questa è dunque l’ unica condizione che deve essere so- 
disfatta da 5*, perchè, essendo reale x, la equazione (1) 
darà sempre un valore reale per y. 

Il minimo richiesto è quindi 2 a*. 

È facile a vedersi che l’ipotesi s , = 2a\ introdotta 
nella equazione (6), dà x = a, e che quindi si ha an- 
che y = a. La somma x’-i-y^è dunque minima quando x 
e y sono eguali tra loro. 

J Esercizi. 

1°. Data la somma x-i-y, estendere la regola, che dà il 
massimo del prodotto x m y a , al caso di m e n frazionari. 

2°. Minimo di i'M- — , quando m e n sono interi o fra- 

«C 

zionari e x positivo. 
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3°. Dato il prodotto x m y n , x m 'y n ' ha massimo o minimo, 
se m, n, wl e vi sono numeri dati, e x e y soggetti alla con- 
dizione di essere positivi? 

4°. Tra i parallellepi pedi rettangoli di egual superficie, 
qual è quello che ha il massimo volume, e tra quelli di egual 
volume, qual è quello di minima superficie? 

8°. Qual è la zona sferica, a una sola base, che con- 
tiene il massimo volume, tra quelle di egual superficie, e la 
zona di minima superficie tra quelle di egual volume? 

6 ®. Qual è il massimo cilindro inscritto in una sfera data, 
e tra i cilindri di egual volume, quello che è inscritto nella 
minima sfera? 

7°. Valore minimo di ~ quando a varia da o a 30°. 
lang z a 

8°. Due corpi di massa m e m' animali nello stesso senso 
dalle velocità v e si urlano. Trovare le velocità che pren- 
deranno dopo T arto, ammesso che la somma dei prodotti ot- 
tenuti moltiplicando ciascuna delle masse per il quadrato 
del cangiamento della rispettiva velocità, sia la minima. 

9°. Si segnano sopra una retta n punti equidistanti, che 
si numerano 1, 2, 3, «., n. Trovare sulla medesima retta un 
punto tale che la somma dei quadrati delle sue distanze ai 
punti dati, moltiplicali per il numero corrispondente, sia la 
minima? 

10”. Lo stesso problema, supponendo che i punti siano 
numerati 1, 3, 6, 10, .... . 

A 

11°. Dato un foglio di carta quadrato 

B 


D 

ai quattro vertici del quale si tolgono i quadrali eguali che 
sono ombreggiati nella figura qui sopra, determinare il lato 
di questi quadrati in modo che la scatola la quale avesse 
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per fondo mnpq e per faccie laterali i rettangoli restanti, che 
hanno tutti la stessa altezza, abbia il volume massimo. 

i 

r l M f 

12°. Minimo di a b , quando a e b sono numeri posi- 
tivi dati. 

Dati a e b, trovare i massimi delle seguenti espressioni: 
(®-na)(® — 6) 
x * 


13° 


a-\-x-+- ; 

a — x 


a-hx 


a — x 


14°. 

e il minimo di 
18\ 

a-x a-t-® 

16°. Quali valori si debbono dare a ® e a y, affinchè il 
valore di a dedotto dalla equazione 

x 1 — 2axy+y f -t-2ax - 2y-+-4a = o, 

sia il minimo possibile? 

r7°. Date tre equazioni a due incognite 

ax-hby = d, 
a'x-i-b'y = d , 

a"x+b"y = d', 1 » 

esiste un numero inGnito di fattori X, X', X" (ali che moltipli- 
cando la prima equazione per X, la seconda per X', la terza 
per X*, e sommando i resultati si abbia un equazione 

x = HMld+M. 

Trovare i fattori X, X', X", che sodisfacendo a questa condi- 
zione, rendono la somma X^X'M-X" 1 la più piccola possibile. 
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I 

CAPITOLO XII. 

Divisione DEI POL1NOM. 


Divisione dei menomi. 

131. Per dividere due monomi uno per l’altro, nel 
maggior numero dei casi, bisogna limitarsi a scrivere il 
dividendo sopra al divisore, separandoli con una linea 
orizzontale. 

Esempio. La divisione di a*ò per c'd dà per quoziente 



ed è impossibile rendere più semplice questo risultato, 
finché a, b, c e d restano indeterminati. 

132. Qualche volta dopo avere indicata così l’ opera- 
zione, si trovano dei fattori comuni ai due termini , e si 
possono sopprimere. 

Esempio. Si debba dividere 40 a x bcf*h K per ZSpg'h'b'-, 
il quoziente 

40 a‘òcfA‘ 

35 fg'h'b' 

può rendersi più semplice; basta sopprimere i fattori 5, 
6, A’, f 1 comuni ai due termini, e si ha 

8 a'cfh* 

Ig'b ' 

Osservazione. Quando una frazione con i termini 
monomi è stata ridotta alla più semplice espressione, 
non deve più contenere nessuna lettera eguale nei due 
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termini, perchè altrimenti si potrebbe sopprimere in 
ambedue tante volte x quante si trova nel termine in 
cui comparisce col minore esponente. È evidente che 
ogni frazione ridotta alla più semplice espressione dovrà 
contenere ciascuna lettera nel termine in cui aveva 
F esponente maggiore, coll’esponente eguale alla diffe- 
renza degli esponenti che aveva nei due termini. Per 
esempio, se una lettela a è nel dividendo coll’espo- 
nente m e nel divisore coll’esponente n, se m^>n, 
comparirà nel quoziente ridotto, soltanto nel numeratore, 
coll’ esponente m — n, e se n > m, comparirà soltanto 
nel denominatore, coll’esponente n — m. 

133. La convenzione fatta relativamente agli espo- 
nenti negativi (37) ci permette di enunciare la regola 
di questa operazione con maggior semplicità nel modo 
seguente: ' 

Per avere il quoziente di due monomi ridotto alla 
più semplice espressione, si sottraggono gli esponenti che 
le lettere eguali hanno nel divisore da quelli che hanno 
nel dividendo, e il risultalo è l’esponente ehe avranno 
le lettere nel quoziente, che non avrà più forma fra- 
zionaria. 

Esempio. Si debba dividere aVcd* per aVd*, il 
quoziente sarà a*b*c~ l dr\ 


Delle divisioni dei polinomi, cbe possono effettuarsi. 


134. In molti casi, per indicare la divisione dei po- 
linomi, non si fa altro che separarli con una linea oriz- 
zontale, ed è impossibile di transformare l’operazione 
in altre più semplici. 

Quando però il dividendo e il divisore contengono 
una stessa lettera, si può, qualche volta, porre il quo- 
ziente sotto la forma di un nuovo polinomio. Qui suppor- 
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remo che i polinomi siano ordinati secondo le potenze 
decrescenti di una medesima lettera, e cercheremo, se 
è possibile, di rappresentare il loro quoziente con un 
polinomio ordinato per la medesima lettera; questo si 
chiama effettuare la divisione. 

La regola della divisione si fonda sui teoremi se- 
guenti: 

135. Teorema 1°. Se due polinomi sono ordinati 
per le potenze decrescenti di una stessa lettera, e il quo- 
ziente della loro divisione è eguale a un polinomio 
ordinato nello stesso modo, il primo termine di questo 
quoziente è il quoziente della divisione del primo ter- 
mine del dividendo per il primo termine del divisore. 

Il quoziente moltiplicato per il divisore deve ripro- 
durre il dividendo; ora, il primo termine del prodotto 
di due polinomi deriva, senza riduzione (26), dal pro- 
dotto dei loro primi termini. Dunque il primo termine 
del dividendo è il prodotto del primo termine del quo- 
ziente per il primo termine del divisore, e quindi il pri- 
mo termine del quoziente risulta dalla divisione del pri- 
mo termine del dividendo per il primo del divisore. 

Si può osservare (24) che il primo termine del quo- 
ziente sarà positivo o negativo secondo che il primo ter- 
mine del dividendo e il primo termine del divisore 
avranno segni eguali o differenti. 

136. Teorema 2°. Moltiplicando il divisore per 
il primo termine del quoziente, e sottraendo il prodotto 
dal dividendo, si otterrà un resto che, diviso per il di- 
visore, darà per risultato V insieme degli altri termini 
del quoziente. 

Il dividendo essendo uguale al prodotto del divisore 
per il quoziente, se si toglie da esso il prodotto del di- 
visore per un termine del quoziente, il resto sarà il pro- 
dotto del divisore per la somma degli altri termini del 

i 
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quoziente, questa somma sarà, quindi, il quoziente della 
divisione di questo resto per il divisore. 

137. I due precedenti teoremi permettono di fare 
una divisione qualunque, perchè danno il modo di tro- 
vare il primo termine del quoziente, e riducono la ri- 
cerca di tutti gli altri a una nuova divisione. Gli stessi 
teoremi applicati a questa nuova divisione permettono 
di trovare il primo termine del nuovo quoziente, cioè il 
secondo del quoziente cercato, e di ridurre la ricerca dei 
seguenti a una terza divisione, e così di seguito. 

138. Osservazione. 1 ragionamenti precedenti sup- 
pongono, essenzialmente, che il quoziente possa espri- 
mersi con un polinomio. Ma è facile accorgersi che il 
processo al quale conducono mostrerà sempre se real- 
mente è cosi. La condizione necessaria e sufficiente è 
che ogni termine del quoziente moltiplicato per il divi- 
sore dia un prodotto eguale precisamente al dividendi 
parziale da cui è derivato. 1°. Questa condizione è neces- 
saria, perchè dopo aver trovati tutti i termini del quo- 
ziente, e sottratti successivamente dal dividendo i pro- 
dotti di ciascuno di essi per il divisore, si deve trovare 
un resto nullo. 2°. Questa condizione è sufficiente, perchè 
se è sodisfatta, il dividendo è eguale alla somma dei 
prodotti del divisore per i termini trovati in quoziente, 
poiché, sottraendo successivamente questi prodotti, non 
resta nulla. 

Nel caso in cui le operazioni non devono mai finire, 
importa di esaminare come potremo assicurarsi di ciò, 
e a qual punto saremo in grado di affermare che nes- 
sun polinomio potrà rappresentare il quoziente. Osser- 
viamo perciò che quando una divisione può effettuarsi, 
essendo il dividendo il prodotto del divisore per il quo- 
ziente, 1’ ultimo termine del dividendo è il prodotto del- 
P ultimo termine del divisore per P ultimo del quoziente» 
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Onde si potrà determinare immediatamente l’ ultimo 
termine del quoziente, dividendo 1’ ultimo termine del 
dividendo per l’ ultimo del divisore. Quando dunque, for- 
mando i termini successivi del quoziente, se ne troverà 
uno di grado minore del termine così calcolato, si po- 
trà affermare che 1’ operazione non lia flne. 

139. Esempio 1°. Si debba dividere 

*’-t-6a:*-t-àx a — kx'-\-x — 1 per x'-\-x — 1 : 

si scriverà il divisore alla destra del dividendo, sepa- 
randoli con una linea verticale, nel modo seguente: 

— kx'-hx — 1 x'^-x—i 

5x k -h5x t —hx t -i-x—i a:’-r-5x‘4-l. 
x'-t-x — 1 
0 

\ 

Il primo termine del quoziente ò a?*, quoziente della di- 
visione di x* per x\ 

Si moltiplica il divisore per a?*, e si sottrae il pro- 
dotto dal dividendo, sottraendo ogni termine del pro- 
dotto, dal termine di grado eguale, appena ottenuto nel 
fare la moltiplicazione. Così, si trova per resto un pri- 
mo dividendo parziale 

5x*-f- 5x s — U x*-t-x — 1 . 

Il secondo termine del quoziente è 5x*, quoziente 
della divisione di 5x* per x \ 

Moltiplicando 5x* per il divisore, e sottraendo il 
prodotto dal dividendo parziale, si ottiene un secondo 
dividendo parziale x'-\-x— 1. 

Il terzo termine del quoziente è 1, quoziente della 
divisione di x 1 per x\ Moltiplicando il divisore per 1, e 
sottraendo il prodotto dal dividendo parziale precedente. 
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si oftiene per resto 0. Dunque la divisione si fa esatta- 
mente e il quoziente è x*-hòx t -h 1 . 

Esempio 2°. Dividere a: s ^-5a:*-^-2a: , per x'-i-x. 

^r‘-t-5a:‘-^2x , zc’-t-a? 

4x‘-|-2ar s x'-hkx*. 

11 primo termine del quoziente é a:*, quoziente della 
divisione di x * per x \ Moltiplicando x * per il divisore e 
sottraendo il prodotto dal dividendo, il resto è 4ar k -+-2r*; 
4zr* diviso per x * dà per quoziente 4ar* che dovrebbe es- 
sere il secondo termine del quoziente. Ma, senza andare 
più avanti, si vede che l’operazione non potrà riuscire, 
perchè l’ultimo termine del quoziente (138) dovrebbe 
essere il quoziente della divisione di 2x' pera:, cioè 2x*, 
e quindi se esistesse un quoziente esalto, il termi- 
ne 4ar* non potrebbe farne parte. 

140. Osservazione. Le regole precedenti non sup- 
pongono in alcun modo che le potenze della lettera or- 
dinatrice abbiano coefficienti numerici. Questi coefficienti 
possono essere letterali e anche composti di più termi- 
ni, senza che vi sia nulla da cangiare nei ragionamenti 
e nelle regole. 

Esempio. Dividere 

d® — 2«*c* — flM p6f a®— et 

(2 a* — — (a* — c* — a® — 2a*c* — a*c* <r*-l-(2a* — -(-a V 
(a®-(-a“«*;** — a® — 2a*c* — a s c* 

Il primo termine del quoziente, è il quoziente della 
divisione di x 8 per x *, ossia x\ Moltiplicando a;* per il 
divisore, e sottraendo il prodotto dal dividendo, resta 

(2o* — c')x K — (a* — c*)aj* — a 6 — 2fl‘c*— a V. 

Il secondo termine del quoziente è (2 a* — c*)#*, quoziente 
della divisione di (2o* — c')x % per x*. Moltiplicando il di vi- 
li 
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sore per (2 a* — c*)£*,e sottraendo il prodotto dal dividendo, 
rcstcL 

(o*-{-aV)a;*— a®— 2aV — a*c\ 

Il terzo termine del quoziente è o*+aV, quoziente 
della divisione di (a‘ 4 -aV)x s pera: ! . Sottratto il prodotto 
di o‘+oV per il divisore dall’ ultimo dividendo parziale, 
resta 0; dunque la divisione si fa esattamente, e il quo- 
ziente è 

a?*-f(2a* — c*)£*-+-a*-f-aV. 


Esempio 3°. Si debba dividere 


— a* 6* — a'ò — b'a)x , -i-(a m b'— 
-(a 5 6M-&*a*)£H-&V, 


per 

( a'-hfy*)x * — a'bx+a". 


Il primo termine del quoziente è 


(a*— &V* _ . 

(a'+i 1 )x* 1 ’ 


I 


continuando l’ operazione, si vedrà che il .calcolo di ogni 
termine del quoziente richiede la divisione di due poli- 
nomi algebrici ordinati rapporto ad a, il divisore es- 
sendo sempre a'+b*. Effettuando i calcoli, si troverà 
per quoziente 

(a* — b'ìx'—ab'x+b'. 


Beile divisioni che non si possono fare esattamente* 


141. Quando due polinomi non hanno per quo- 
ziente un terzo polinomio, si dice che non sono divisibili 
uno per l’ altro. Ma si può dare, in generale, all’ espres- 
sione del loro rapporto, una forma più semplice di 
quella che risulterebbe dalla sola indicazione dell’ ope- 
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razione. Infatti, si può dimostrare il teorema seguente: 

Se due polinomi interi A e B contengono una stessa 

A 

lettera x, si può sempre porre il rapporto — , sotto la 
forma di un polinomio intero rapporto a x, aumen- 
tato di una frazione -5- che ha il denominatore eguale a 
A " 

quello di — , e per numeratore un polinomio R,mx di 
grado inferiore a B. ' 

Applichiamo ai due polinomi A e B il metodo di 
divisione esposto (137), (ino a che si trovi un resto di 
grado minore di quello di lì, si otterranno in quoziente 
diversi termini che non conterranno x nel denominatore, 
perchè i dividendi parziali dai quali derivano sono tutti 
di grado non inferiore a B, e il loro primo termine con- 
tiene xa un grado più allo del primo termine di B. 

Sia Q la somma dei termini ottenuti quando si 
giunge a un dividendo parziale It di grado inferiore 
a B. li è ciò che resta del dividendo A, dopo aver sot- 
tratti successivamente i prodotti di B per i diversi ter- 
mini di Q; è dunque eguale ad A—BQ , e si ha 


onde 


A = BQ+B, 
B v B 


il quoziente — è quindi posto sotto la forrria enunciata. 

142. Si può dimostrare ancora che la transforma- 
zione precedente non può farsi altro che in un sol modo; 
se infatti si avesse contemporaneamente 

JJ v lì ’ 

B V B ’ 
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sottraendo, si otterrebbe 


1 


ossia 


Q—Q' 


+ 


R—R! 

B 


» 


R-R’=B(Q'-Q); 


ora, questa ultima eguaglianza è impossibile, perchè il 
primo membro contiene a: a un grado minore del se- 
condo; poiché, essendo R e R! di grado inferiori a B, 

10 stesso è della loro differenza, e il prodotto di B per 

11 polinomio Q'—Q intero rapporto az,i almeno di 
grado eguale a quello di B. 

Osservazione. Se A fosse di grado minore di B, 
il quoziente Q sarebbe eguale a zero, e lo stesso divi- 
dendo sarebbe il resto. 

Esempi. Si trova col metodo precedente, 


P— 2P-Hr — 1 
x*^3 


•= x'+x 


hx — 1 
P=3"’ 


2P-+- 3.P — 5a:-f-7 
Ix'+x — 1 


X -f- 


>» 

_7 7 

Ix'-’rX — 1 


Osservazione. Quando si applica al quoziente di 
due polinomi A e B la transformazione precedente, si 
dà ai polinomio intero Q il nome di quoziente intero, 

e al numeratore R della frazione quello di resto 

della divisione. 

Ii3. Abbiamo dimostrato che se i due polinomi A 
e B sono ordinati rapporto a una stessa lettera x> il 
quoziente intero e il resto, non possono avere altro che 
una sola forma (H2). Ma cangiando la lettera ordina- 
trice, gli stessi polinomi possono condurre a un nuovo 
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quoziente e a un nuovo resto. Consideriamo, per esem- 
pio, la frazione 

**-+-»* 


Ordinando rapporto ad x, si trova per quoziente x * — y*, 
e per resto 2 y\ Ordinandola poi rapporto a y, si trove- 
rebbe per quoziente y' — x* e per resto 2x*, in modo che 
avremo , 


x*+y* 


= a: 


+ 


y*-t-x 


j- — y — a? -f- 


2y* 

2x* 

y*+x* * 


Divizione del polinomi ordinati teoondo le potenze creicenti 
di una lettera. 


144. In alcuni casi, invece di ordinare un polino- 
mio secondo le potenze decrescenti della lettera ordina- 
trice, si dispongono i termini in modo che 1* esponente 
di questa lettera vada aumentando dal primo termine 
fino all’ ultimo. Si può fare la divisione di due polinomi 
ordinali in questo modo e trovare i diversi termini del 
quoziente, cominciando da quelli nei quali la lettera or- 
dinatrice ha il minore esponente. La teorica è precisa- 
mente eguale a quella che abbiamo esposta per il modo 
ordinario, ma nel caso in cui il quoziente non è un po- 
linomio, non si ottiene la medesima trasformazione del 
rapporto del dividendo al divisore. 

Diamo un esempio di questo modo di fare l’operazione, 
riprendendo la divisione effettuala al paragrafo (139). Or- 
dinando i due polinomi, secondo le potenze crescenti di x, 

— 1-t-x— 4x’-f-4x s -FGx*-f-x* — 1-t-x-t-x 1 
— 5x 5 -f-4x s 4-6x*-FX* l-+-5x*-t-x* 

— X*-HX*-f-X 5 
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diremo: poiché il dividendo è il prodotto del divisore per 
il quoziente, il termine che in esso contiene x al più 
basso esponente deriva senza riduzione dal prodotto dei 
termini analoghi del divisore e del quoziente, e quindi, 
il primo termine del quoziente è il quoziente del primo 
termine del dividendo per i!*primo termine del divisore. 

Dimostreremo come abbiamo fatto (136) che sot- 
traendo dal dividendo il prodotto' del divisore per 
il primo termine del quoziente che sarà il quoziente 
di — 1 diviso per —1, cioè 1, si ottiene un resto 
— 5x*-}-4x 8 H-Gx*-f-x*, che diviso per il divisore darà i 
termini che devono completare il quoziente. 

Il primo di questi, per le ragioni date sopra, sarà 
eguale al quoziente di — 5x* diviso per —1, cioè a 5x*. 

Sottraendo dal primo resto il prodotto di 5x* 
moltiplicato per il divisore, si ha un secondo resto 
— x’-i-x'-t-x 1 , che diviso per il divisore, darà gli altri 
termini del quoziente. Il primo di questi sarà x 8 , quo- 
ziente di — x* diviso per — 1. 

Sottraendo il prodotto di x s moltiplicato per il di- 
visore dal secondo resto, si trova una differenza nulla, 
e quindi l’ operazione è terminata. 

145.* Nell’esempio precedente, l’operazione ha un 
termine, e il resultalo è identico con quello trovato nel- 
l’ altro modo ; ma non avverrebbe lo stesso , quando la 
divisione non potesse effettuarsi esattamente. Riprendia- 
mo la divisione accennata (142) 


— 1 +x — 2x , -f-x 8 

x— ix 8 — 2x 8 -j-x* 
o 

— — X* — — X S -f-X S 

3 3 


— 3-hx* 

1 x 

3 3 


i due primi termini ottenuti in quoziente sono 


1^ 

3 


e 
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e non hanno alcun rapporto con quelli che ottenemmo 
ordinando i polinomi per le potenze decrescenti di x; il 
resto ha l’ esponente minimo eguale a due se ci si arresta 
a questi termini, ma continuando l’ operazione andrà 
continuamente aumentando. Da questo è facile dedurre 
in generale , in modo analogo a quello che abbiamo te- 
nuto (141), il seguente teorema: 

Il rapporto di due polinomi interi A e B, quando 
non è un polinomio intero, può sempre porsi sotto la 
forma di un polinomio Q intero e di grado elevato 
quanto si vuole, rapporto a una lettera x contenuta 

in B, aumentato di una frazione che ha per nume- 
ratore un polinomio R che non contiene x inalzata a 
esponente minore del grado di Q. 

Esempio. Eseguendo nel modo indicato la divisione 
di 1 per 1 — x, si trova 

A i jj* 

, l-+-x-Kc*-f- . . . -+-# 4- ^ , 

A.—x i—x 

dove n è un numero positivo qualunque. 

Differente e analogie tra la divisione aritmetica 
e la divisione dei polinomi. 

146. I polinomi ordinati secondo le potenze di una 
lettera, presentano con i numeri interi alcune analogie, 
le quali sarà bene osservare. Dn numero intero co- 
me 783214 esprime TXIO’+SXIO'+SXIO’+^X 10 * 
-f-IXiO-t-kr e coincide col polinomio 

7x 8 -f8x*-t-3x*+2xM-x-+-4 , 

quando si ponga x = 10. Non bisogna credere però che 
ogni questione d’aritmetica relativa a numeri interi sia 
puramente e semplicemente un caso particolare di una 
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questione d’ algebra, nella quale siano sostituiti a questi 
numeri i polinomi corrispondenti. 

Coufroutiamo, per esempio, le due questioni se- 
guenti: 

Dividere 

783214 per 231. 

Dividere 

7x , -f-8x‘+3x*-t-2x , -f-x-t-4 per 2x , -f-ox-t-i. 

Le condizioni dei due problemi hanno tra loro delle 
differenze sostanziali, che non permettono di conside- 
rare il primo come un caso particolare del secondo. 

1°. Il quoziente della divisione aritmetica dev* es- 
sere un numero intero, mentre che il quoziente delia 
divisione algebrica può essere un polinomio intero rap- 
porto a x, ma che abbia i coefficienti frazionari. 

2°. Le cifre del quoziente e dei resto, nella divi- 
sione aritmetica, devono essere minori di 10, mentre i 
coefficienti delie diverse potenze di x nella divisione al- 
gebrica non hanno alcun limite. 

3°. Nella divisione aritmetica, il resto deve essere 
minore del divisore. Nella divisione algebrica deve es- 
sere di grado minore. 

4°. Finalmente, i resultati ottenuti in algebra con- 
vengono a tutti i valori di x ; non vi è condizione ana- 
loga in aritmetica. 


Condizione perchè un polinomio sia divisibile per un binomio 
della forma X — O. 

147. Dividendo per x— a un polinomio ordinato per 
le potenze decrescenti di x, il resto, che dev’essere (141) 
di grado minore del divisore, non conterrà la lettera or- 
dinatrice x. Questo ci servirà a calcolarlo senza effet- 
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tuare la divisione, e a dedurne le condizioni perchè questa 
riesca esattamente. 

Sia X il polinomio dividendo, Q il quoziente e il il 
resto; avremo identicamente 

X — Q(x-a)-+-R. 

In questa eguaglianza, che ha luogo qualunque 
sia x, potremo supporre x = a; coti questa ipotesi si 
annulla il prodotto Q(x— a), quindi si deduce 

x a =n, 

indicando con X a ciò che diviene X, quando si sosti- 
tuisce a ad x. lì che non contiene x , non è cangiato da 
questa sostituzione, e il valore cercato di il è quindi 
eguale ad X a . Dunque 

Jl resto della divisione di un polinomio per x — a 
è it risultato della sostituzione di a ad x in questo po- 
linomio. 

Onde la divisione non potrà farsi esattamente, altro 
che quando questa sostituzione dà un risultato eguale a 
zero. 

118. Questa ultima proposizione è di grandissima 
importanza. Qui ne dedurremo soltanto alcune conse- 
guenze. 

1°. x m —a m è divisibile per x—a , perchè si annulla 
evidentemente per x==»a. 

Effettuando la divisione, si troverà per quoziente 

(1) - .... -ha™ -1 , 

' ' x — a 

e si può verificare che i termini del secondo membro 
formano una progressione geometrica che ha per somma 

x m —a m 

' . 

x—a 
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2®. x m — a m è divisibile per x+a quando m è pari, 
perchè x-t-a equivale a x— ( — a); ora x m —a m , per la 
sostituzione di — a ad x, diviene ( — a) m — a™, cioè zero, 
poiché, essendo m pari, (— a) m = a m . 

Effettuando la divisione, si troverà 

J 

(2) -”r a - =r x m ~ l —ax m ~ t +a 1 x m - ì — .... —a"- 1 ; 

questa formula suppone m pari. 

3°. a; m -(-o m è divisibile per x+a quando m è dis- 
pari, perchè x+a equivale a x — ( — a), e sostituendo —a 
ad x nel dividendo x m +a m , questo diviene ( — a)"-t-a", 
cioè 0, poiché m essendo dispari (—a)* è uguale a — a n . 
Si trova, facendo la divisione 

(3) - *"±£ = x m ~ l — ax m ~ i +a'x m ~ 1> — .... +a n ~ l ; 

x+a 

questa formula suppone m dispari. 

Osservazione. Le formule (2) e (3) non differiscono 
realmente da (1): se ne deducono ambedue sostituen- 
do — a al numero arbitrario a; si ottiene cosi la prima 
se m è pari, e la seconda se m è dispari. 

Esercizi, 

1®. l-Ht"-***"-*- ...... X np ~ n , 

è divisibile per 

i+x~hx t + -j-*’’" 1 , 

se i numeri interi p e n sono primi tra loro. 

2°. Se oc rappresenta una radice primitiva del numero pri- 
mo p, cioè se i numeri 1, et, a*, ..... a p_1 divisi per p, danno, 
in un ordine qualunque, resti eguali a tulli i numeri interi 
inferiori a p, il polinomio 



è divisibile per i— x r . 
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3°. a e p essendo numeri inlcri definiti come nell’ eser- 
cizio precedente , se poniamo 

— aa 5 -t-a«* — ..... — = M, 

ftF±:p sarà divisibile per i-i-a-t-a*-f- -t-a p_1 . 

4" 4°. iY+!/V+ 2 , /-x r i/ , -j/V-i'x , ) 

è divisibile per il prodotto 

(a— y)(a— *)(y— x), 

8°. x p y <l z T - J ry p z' , x T -\-z p y q x T — x p z q y r — z p x*y r — y p aV, 
è divisibile per lo stesso prodotto 

6 °. (a; m — 1) 1), 

è divisibile per (a — l)(ar* — 1) (a* — 1). 

Jf V. Semi dispari, (a-t-b-t-c)™ — a m — b m — e" è divisibile 
per (a-t-6}(b-t-c)(c-t-a). 

4- 8°. Quali sono le condizioni da verificarsi, perchè x m — 
sia divisibile per x " — *"? 


x 


.m 


Ju 9°. Ridurre — - -r- — - 

' a" — 1 a -M a" — 1 a -M 

care che la somma è un polinomio intero in a. 

.10°. Ridurre 


, e verifi- 


^(aM-6*— c’)-*- (6 *h-c* — a*) -t- i±£(a*-*-c*- 6*), 


oc 


e verificare che la somma non contiene denominatori. 
11®. Rendere più semplici le espressioni 

n 3 — 3w-i-(n*— tjyV — 4 — 2 
n 3 — 3n-t-(n* — iJV” 4 — 4 *+- 2 


12 ®. 


(o— b)(a-c)(a-t-a)" 1_ (6— a)(6— c;(x-+-6)' t ’(c— aj(c— 6;(x-hcj 


Digitized by Google 



172 


TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA. 


CAPIT0I<0 AHI. « 

MASSIMO COSN Divisone OBI poliiohi. 


Riduzione dei polinomi in fattori primi. 


14-9*. Considereremo, in questo Capitolo, soltanto i 
polinomi razionali e interi (4), e diremo che un polino- 
mio è divisibile per un altro, soltanto quando, oltre ad 
essere nullo il resto , anche il quoziente è un polinomio 
intero. 

Se un polinomio intero non è divisibile per alcun 
numero intero nè per alcuna espressione algebrica in- 
tera e razionale, altro che per sè stesso e per la unità, 
diremo che è primo. Così , per esempio, x—a è un bi- 
nomio primo; x* — b è primo, perchè x -t-\/b e x—\/b, 
che ne sono gli unici fattori, non sono razionali; ma 
x'—b' non è primo, perchè diviso per x+b dà il quo- 
ziente x—b, ed x-\-b e x — b sono interi e razionali. 

150*. Teorema 1*. Ogni polinomio intero e pri- 
mo P, che divide il prodotto AB di due polinomi inte- 
ri , deve dividere V uno o V altro. 

Se A, B e P sono monomi, il teorema è dimostrato 
in aritmetica; perchè le lettere si possono riguardare 
come numeri primi, finché rimangono nella loro gene- 
ralità. Resta a dimostrarsi quando alcune di queste 
quantità, o tutte sono polinomi. Prima supponiamo che 
contengano una sola e medesima lettera x, ed esa- 
miniamo successivamente tutti quattro i casi che pos- 
sono darsi. 
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1 # . A è un polinomio, B e P sono numeri. 

Sia 

A = ax*+bx ?-+. .... , 

dove fl| ^ •••• rappresentano numeri interi qualunque, 
e a, j 3, .... sono numeri interi e positivi. Moltiplican- 
do A per il numero B, avremo 

, AB = Bax*-hBbxP-h 

Poiché abbiamo supposto che questo prodotto sia divi- 
sibile per P, i coefficienti delle diverse potenze di x do- 
vranno essere tutti divisibili per P, cioè Ba, Bb , .... do- 
vranno essere divisibili per P; dunque se P non divide B 
dovrà dividere a,' b, ...., e, dividendo questi numeri, 
dividerà evidentemente il polinomio A: dunque P divi- 
derà o A o B. 

2°. A e B sono polinomi, e P è un numero. 

Supponiamo che P non divida nè A nè B, e chia- 
miamo A' la somma di tulli i termini che hanno i coef- 
ficienti divisibili per P, e A" la somma di tutti gli altri; 
avremo A = A'-M". Decomponendo B in modo analogo, 
otterremo B = B'-hB” -, e quindi 

AB = (A'-hA")(B'+-B') = AB’+A'B"+B'A'-hA'B'. 

Le prime tre parti di questa somma sono divisibili per P , 
perchè 1 coefficienti di A’ e di B' sono divisibili per P. 
Dunque, dovrebbe aversi Io stesso per r altra parte A B”; 
e quindi tutti i coefficienti di questo ultimo prodotto do- 
vrebbero essere divisibili per P. Ora siano ax a e bxP i 
termini di A" e B 1 ' che hanno il più alto esponente; il 
termine abx a+ 3 sarà quello che ha il più allo esponente 
e che non si riduce con alcun altro, in A"B". Ora a e b 
non sono divisibili per P, che non divide alcun coeffi- 
ciente di A' e di B ", dunque anche ab, e in conseguen- 
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linomi interi , R sarà di grado inferiore 
la relazione 


A = 


PQ 

M 


R 

M 1 


a P, e si avrà 


Moltiplicando per MB e dividendo per P i due 
membri di questa equazione, si ha 


m*JL=qb+*!L 


dalla quale si deduce che affinchè AB sia divisibile per P, 
è necessario che lo sia anche RB. 

Dividendo P per R e rappresentando con 9.L e i*L 

M t Mi 

il quoziente e il resto, dove M t è il denominatore co- 
mune di tutti i loro coefficienti, avremo 

MiP = RQi~hRiy 


R i non potrà essere nullo, perchè altrimenti 3f t P sa- 
rebbe divisibile per i divisori primi di R, che conten- 
gono x, e non possono dividere il numero il/,, e quindi 
(3°) P dovrebbe essere divisibile per i medesimi e per- 
ciò non sarebbe primo, come abbiamo supposto. 

Moltiplicando per B e dividendo per P i due mem- 
bri di questa equazione, otteniamo 


m 1 b=M.q 1 . 


R t B 


onde si rileva R X B divisibile per P. 

Cosi seguitando si ottengono i resti successivi 7? n 
R t j Rii i gradi dei quali continuamente vanno de- 

crescendo, e siccome nessuno di essi può dividere P, ar- 
riveremo finalmente ad un resto R' che non conterrà x, 

e sarà un numero. Ora, abbiamo dimostrato che tutti i 

* 

prodotti RiB, RiB, R^B, .... debbono esser divisibili 
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per P, dunque anche l’ ultimo KB, e quindi (3° caso) B 
dovrà essere divisibile per P. 

La dimostrazione che abbiamo data per il caso in 
cui i due fattori e il divisore abbiano i coefficienti nu- 
merici, è affatto simile quando i coefficienti sono po- 
linomi, che contengono soltapto un'altra lettera y. I 
casi da esaminarsi sono quattro anche allora; soltanto 
bisogna supporre che quelle quantità che dianzi erano 
numeri, siano polinomi che contengono una sola lettera, 
per i quali abbiamo lo stesso teorema che si trovò in 
aritmetica per i numeri, e che serve di fondamento alla 
dimostrazione. 

Come la proposizione relativa al caso in cui A, B, P, 
contengono una sola lettera, serve a dimostrare la me- 
desima proposizione quando A, B e P sono polinomi che 
contengono due lettere, cosi la proposizione relativa a 
quest’ultimo caso, serve a dimostrarla allora che sono 
polinomi che contengono tre lettere, e così di seguito; 
e quindi il Teorema può riguardarsi dimostrato in ge- 
nerale. 

151*. Teorema 2°. Un polinomio intero non può 
essere ridotto in fattori primi altro che in un sol modo. 

Sia ABCD.... un prodotto di polinomi primi, e sup- 
poniamo che sia eguale a un altro prodotto di polinomi 

primi abcd Poiché il fattore a divide dbcd ...., dovrà 

dividere anche ABCD . ...Ora se a fosse differente dai fatto- 
ri A, B, C, D , .... primi, non potrebbe dividerne alcuno: 
non dividendo A nè B, non potrebbe dividere AB, non di- 
videndo AB, nè C, non potrebbe dividere ABC; e così di 
seguilo. Dunque è necessario che il fattore a sia eguale 

a qualcuno dei fattori A, B, C, D Supponiamo a — A. 

Dividendo i due prodotti per A, i quozienti BCD.... 
bcd.... rimarranno eguali. Ripetendo il ragionamento 
precedente, si concluderà che b deve essere eguale a 
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qualcuno dei fattori di BCD.... Così seguitando, si di- 
mostra che i due prodotti debbono necessariamente es- 
sere composti dei medesimi fattori primi inalzati ai me- 
desimi esponenti, analogamente a quello che si trovò 
per i numeri interi nell’ aritmetica (a). 

152*. Da ciò che precede si deduce, precisamente 
come in aritmetica, il seguente teorema: 

Affinchè un polinomio intero A sia divisibile per un 
altro B, è necessario e sufficiente che tutti i fattori pri- 
mi di B siano fattori primi anche di A. 


Minimo comun divùore di più polinomi interi. 

153*. In varie ricerche d’ algebra è necessario di sa- 
pere determinare il prodotto di tutti i fattori primi co- 
muni a due o più polinomi interi, che si chiama il loro 
massimo comun divisore. 

Per il massimo comun divisore dei monomi vale 
la regola dell’ aritmetica, purché si considerino le let- 
tere come fattori primi. Per determinare, per esempio, 
il massimo comune divisore dei monomi 432 a‘6 s a? e 
270a"6\r*, si prenderanno i fattori primi numerici co- 
muni ai coefficienti 4-32 e 270, e le lettere comuni inal- 
zate all’ esponente minore che hanno nei due monomi: 
si otterrà così hkcfb'x. 

154.* Per avere tutti i fattori primi comuni a due po- 
linomi A ed A' interi ordinati secondo le potenze decre- 
scenti di x, si possono determinare separatamente quelli 
indipendenti da x, e quelli che contengono questa let- 
tera. I fattori primi di A indipendenti da x, saranno co- 
muni a tutti i coefficienti di A (150*); li delermineremofa- 

(o) L’ effettuazione della riduzione di un polinomio intero in fattori primi, 
che qui siamo obbligati ad omettere , si ritroverà nell’ Algebra superiore, nella 
risoluzione del problema della riduzione delle equazioni (T.) 

13 
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cilmente, se 1 coefficienti sono monomi, e chiameremo 
il loro prodotto d. Lo stesso faremo per A\ e chiame- 
remo d ' il loro prodotto; avremo 

A = dB, A'=d'B\ 

dove B e B' rappresenteranno due polinomi, che non po- 
tranno avere comune nessun fattore indipendente da x. 

Il massimo comune divisore D di d e di d' sarà, 
evidentemente, il prodotto di tutti i fattori primi indi- 
pendenti da x, comuni ad A e ad A\ Rimarrà ora da 
cercare il massimo comune divisore di B e di ff. 

Supponiamo B di grado maggiore o eguale a ff, e 
dividiamo B per B'. Siano Q il quoziente e B il resto; 
avremo 

B—QB’ — R, 

e questa eguaglianza prova che il prodotto dei fattori pri- 
mi comuni a B ed a B' è lo stesso di quello dei fattori 
comuni a tì e ad R. 

Infatti, sia a un fattore di qualsivoglia grado in x, 
che comparisca inalzato alla potenza p in ambedue i 
polinomi B e essendo essi divisibili per a’, la som- 
ma QB'-\-R e una delle sue parti QB' ammettono evi- 
dentemente questo fattore; e per conseguenza lo stesso 
avverrà dell* altra parte R. 

Si vedrà egualmente che se Ut e R ammettono p 
volte un fattore a, lo stesso accadrà di B. 

S’ intende che p può essere eguale ad uno. 

Da questo ne segue che i fattori comuni a B ed a B' 
sono li stessi di quelli comuni a B? e ad R, e devono 
essere presi cogli stessi esponenti; quindi il massimo 
comune divisore di B e di B è eguale a quello di B 1 e 
di R. 

Si ridurrà in modo eguale la ricerca del massimo 
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comune divisore di B' ed R a quella del massimo co- 
mun divisore di lì e del resto R' della divisione di B' 
per R; si continuerà cosi a sostituire ai polinomi pro- 
posti altri polinomi , i gradi dei quali andranno conti- 
nuamente diminuendo, e quando arriveremo a una di- 
visione che si farà esattamente, il divisore di quest’ ul- 
tima operazione sarà il massimo comune divisore cercato. 

Se si trova un resto indipendente da x prima d’ in- 
contrare una divisione che si faccia esattamente, i po- 
linomi proposti non hanno fattori comuni che conten- 
gano x. 

Osservazione. Cercando il prodotto dei fattori che 
contengono x , non si ha più riguardo a quelli che non 
contengono questa lettera, che sono già stati determi- 
nati. Si può dunque moltiplicare uno dei polinomi B, B 

0 uno dei resti ottenuti nella operazione, per un fattore 
qualunqne indipendente da x. Si approfitta spesso di 
questa osservazione per evitare l’ introduzione di deno- 
minatori indipendenti da x. Basta moltiplicare i divi- 
dendi successivi per il coefficiente del primo termine del 
divisore, e questo non solo peri polinomi B, B f , R, R'.... 
che servono successivamente di divisori, ma anche per 

1 dividendi parziali che si presentano nel corso di ogni 
divisione. 

Supponiamo, per esempio, che dividendo B per B ' 
sia stato trovato in quoziente un certo numero di ter- 
mini, l’ insieme dei quali rappresenterò con Q t . 

Sia R t ciò che resta del dividendo dopo aver sot- 
tratto il prodotto di Q t per il divisore, avremo 

B = Q l B'-hR l , 

e si dimostrèrà come precedentemente che i fattori indi- 
pendenti da x, comuni a B ed a B' sono li stessi di quelli 
comuni a ti e ad R v e anche a hB' e ad iti, essendo k in- 
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dipendente da x; dunque si può continuare la operazione 
dopo avere moltiplicato il dividendo parziale IU per k. 

Ter le stesse ragioni si può dividere ciascuno dei 
resti successivi prima di passarlo divisore, per il massi- 
mo fattore comune ai suoi coefficienti. Queste moltipli- 
cazioni e divisioni cangiano i quozienti che successiva- 
mente si ottengono; ma non importa, perchè in queste 
operazioni i quozienti non servono a niente. 

Esempio i°. Si debba determinare il massimo co- 
mune divisore tra i due polinumi 

A = iSa’òV- 120a'6V-M2aW- 12a'6\ 
A’=k8a'bx'— 88a*kc’-64« 8 fcr-8a‘6. ' 

Determino il massimo comun divisore d dei coefficienti 
di A, e quello d’ dei coefficienti di A', e trovo d = 12a’6*, 
d' — 8a*b. 11 massimo comune divisore di questi due 
monomi è 

D = ha'b. 


Ora divido A per d, e A ! pere?, per ottenere i due poli- 
nomi B e B' privi di fattori indipendenti da x, e trovo 

B ~ Ux * — 10ax*-f a'x* — o 4 
B' = 6x s — llax*— 8a*x — a 


Moltiplico B per il fattore 3, per ottener 
ziente e il resto della divisione di B pe 
la divisione, moltiplicando i successivi d 
per i fattori che rendono i loro primi c< 
bili per il primo di K: 

12a? *77 3 9 a:c "-l-3aV— 3a* " | 6x * — 1 

Q aa?3 ' + ' i 9 a ’a;*-f-2a , a:— 3a* 2x— 4 

24aa?'-f-57a*«*4-6a*a? — 9a 4 
13aV— 2Ga"x— 13a\ 


interi il quo- 
B'; ed eseguo 
dendi parziali 
ideali divisi- 


8a'x— a\ 
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Così trovo il primo resto, che dopo essere stato diviso 
per 13a*, che n’ è il massimo fattore indipendente da x, 
diviene 

x* — 2 ax— a*; 

e per questo devo dividere B Effettuo la divisione, 
colle solite avvertenze per avere i quozienti e i dividendi 
parziali interi: 

6x 8 — llax* — 8 a*x— a* | a?*— 2 ax—a* 
ex* — 2 a’x— a* 6x4- a 

0 

Poiché il resto x * — 2ex— a* divide B\ esso è il massimo 
comune divisore tra B e fi', e moltiplicato per il massi- 
mo fattore independente da x, che abbiamo trovato 
eguale a ha*b, dà il massimo comune divisore di A ed A 

&a*6x* — 8 a'bx—ka'b. 

Esempio 2°. Determiniamo anche il massimo co- 
mune divisore tra 

x 1 — 3x*4-x* — 4x*4-l 2x — 4 
e 

2x* — 6x s 4- 3x* — 3x4- 1 . 

Ecco il quadro delle operazioni: 

2x 7 — 6x e -f2x 8 — 8x*4-24x— 8 l -**~ 63?>4 :? . x *— : 3x + 1 

x 8 — x 

— x s -f-3x‘ — x* — 8x*-t-24x — 8 
— 2x* -t-6x* — 2x 8 — 1 6x*4-48x — 1 6 
x * — 19x*4-Wx — 16 

2x‘ — f-3^ — 3x4-1 | x 8 — 19x*-t - 49x— 1 6 

32x 8 — 95x* -4-29x4-1 2x4-32 

513x*— 1539x4-513 
X* — 3x4-1 
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x * — i$x'+Wx — 16 | ar* — 3x-f-l 

— lG#*-f-i8x — 16 x — 16 

0 

Il massimo comun divisore è l’ ultimo divisore 
x* — 3a?-f-i. 



155*. Per determinare il massimo comune divisore 
di più polinomi A, B, C, D, si cerca quello dei primi 
due A e B. Sia questo Mi ; esso conterrà tutti i fattori 
primi comuni ad A e a B. Per avere dunque tutti quelli 
comuni ad il, B e C, basterà cercare il massimo comun 
divisore tra Mi e C. Sia questo M t : poi cercheremo 
quello tra M x e D, e cosi seguitando, P ultimo massimo 
comune divisore che troveremo, sarà quello dei polino- 
mi A, B, C, D ; precisamente Io stesso processo del- 

l’ Aritmetica. 

156*. Se i coefficienti di A e di A’ saranno polino- 
mi, terremo lo stesso metodo; ma per determinare il 
prodotto di tutti i fattori comuni indipendenti da x, bi- 
sognerà cercare il massimo comune divisore di più po- 
linomi. 

Esempio. Siano i due polinomi 

. A (jr*— — (jr*— 

— y 8 -+-r*+*V 5 — » 

Determiniamo il massimo comune divisore d dei coeffi- 
cienti di A. 

d = y'-z* ; . 

parimente quello d’ dei coefficienti di A\ 

d! = y+z. 
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Il massimo comune divisore D di d e di d' è 

D = y+z. 

Dividiamo A per d e A' per d\ ed avremo i quozien- 
ti B e £', 

B = x 3 -h(y-hi)x'—(y'—2y)x—(y , —y , ) ì 
B'=z (y-h\.)x'-+(y r -\-y-\-\)x+y. 

Effettuiamo la determinazione del massimo comune di- 
visore di B e di B'. 

r 

Ecco il quadro delle operazioni : 

— (y* — 2y);c — (y* — $(*) I (ilH-0 

y-i-i)a^-^-(y t -\-2y-i-i)x t —{y t —y-—2y)x—(y k —y t ) 

yx t —{y 3 —y t —y)x—{y k —y ì ) 

y[y+i)x i —y'—2y t —y)x—(y i -i-y % —y i —y*) 

— (j/'-i-i/ 3 — y*)x— ììi'h-»'— y’j 
an-y. 

(y-hi)x'-i-(y'-hy-T-i)x+y \ x+y 

x+y (y+ljx-M 

0 

onde il massimo comune divisore di B e B" sarà 
P ultimo divisore M=x+y, e il massimo comune di- 
visore di A e di A' sarà 

DM— (y- hs)(x+y). 


Ricerca del minimo polinomio divisibile 
per più polinomi interi. 

157*. Si può applicare la ricerca del massimo co- 
mune divisore algebrico alla determinazione del polino- 
mio che risulta dal prodotto dei soli fattori primi neces- 
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sari, affinchè sia divisibile per più polinomi interi dati, 
che si chiamerà polinomio minimo divisibile per i me- 
desimi. 

Siano A, B, C , D, ..... espressioni monomie o po- 
linomie qualunque; sia il massimo comune divisore 

AB 

di A e B, M t il massimo comune divisore di — e C, 

M i 

ABC 

M 3 di - ■ e D , .... e così di seguito; il polinomio mi- 

uff liti l 

nimo divisibile sarà • 

AI ^AI %AI 3 •••• 

La dimostrazione non differisce da quella data in 
Aritmetica per i numeri. 

JE Berciai. 

» 

i°. Dati due polinomi, che non abbiano nessun fattore 
indipendente da x, 

X| = Ax m -)rAfi m ~~ i - 1- .... +^ B _j®+X B , 

X, = Bx m -\-B i x m ~ ì -\- .... -+-B a _ t x-hB m , 

costruiamo i due polinomi 

BX l -AX i = X l = Ax n -'-hA\x m -*-i- f 

I {B m Xr-AJQ = x, = J ‘-Hir,*— *+ . . . , 

e quindi 

B‘X i —AX ì = X\ , 

e cosi di seguilo. Si dimostri che i primi polinomi X,!'’* X 4 <*l, 
che non differiscono altro che per fattori indipendenti da x, 
divisi per questi fattori danno il massimo comune divisore 
di e X,. 

2°. Come si deve modiGcare il metodo per la ricerca del 
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massimo comune divisore, che si deduce dall’esercizio pre- 
cedente, nel caso che X, e X, siano di grado differente. 

3°. Se due polinomi X e X, sono primi tra loro, e T, 

Y t , F, , sono i massimi fattori indipendenti dalla lettera 

ordinatrice x , dei resti successivi R, R t , — , che s’incontrano 
nella operazione della ricerca del massimo comune divisore 
di Xe X, , e d, d, , d if .... sono i massimi comuni divisori di F 

e F, di F, e^Ji, di F, e dove F, F \ e F t ... 

sono i moltiplicatori che servono a rendere interi i quozienti e 
i resti; dimostrare che si hanno le seguenti eguaglianze, 


x = p.Bm+PmB, , 


e cheP, P,, P t ...., Q , (),, (?,.... sono polinomi interi. 
4 °. llidurre alla più semplice espressione 


o* 

6» 

- » 

t» 

(a — 6l(a — c) 1 

TT 

1 

-O 

e' 

i 

(c—a)(c — b) 

« 5 t>* 

- 1 - 

bV 

c*a* 

(c-aXc— b) 

[cl — — c) 

(l>-a){b-c) 
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CAPITOLO XIV. 

COMBINAZIONI B FORMULA DEL BINOMIO. 


Definizioni. 


/ 

158. Si dicono combinazioni n a » di m oggetti 
diversi, i differenti gruppi che si possono formare , cia- 
scuno con n dei medesimi oggetti : sarà utile di calco- 
larne il numero. 

La quistione può considerarsi sotto due punti di vista 
differenti, secondo che si riguardano come diversi o eguali 
i gruppi che, essendo composti dei medesimi oggetti, 
differiscono soltanto per l’ordine con cui sono disposti. 

Nel primo caso le combinazioni si chiamano dispo- 
sizioni, nel secondo , prodotti differenti. 

Esempio. Le disposizioni 2 a 2 di 3 lettere a, b, c sono 
ab, ba, bc, cb, ca, ac; 

per i prodotti differenti si possono prendere i gruppi 

ab, bc, ca. 


Numero delle deposizioni. 

159. Cominciamo da calcolare il numero delle dispo- 
sizioni differenti di m oggetti presi n a n. Indichiamo 
questo numero con /)«., e con Dm , quello delle dis- 
posizioni degli stessi oggetti n— 1 a n— 1. Se dopo 
avere formate tulle le disposizioni n — 1 a n — 1 , si 
pongono successivamente, di seguito a ciascuna di esse, 
gli m— (n— 1) oggetti che non vi entrano, si formano 
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tante disposizioni na», quante sono le unità contenute 
nel numero 

(*»— 1» ossia D m , H ~t (m-n-h 1); 

perchè ogni disposizione n— 1 a n — 1 dà, in questo mo- 
do, m— (n— 1) disposizioni n a n. Ora />*,._« (m— n-t-1) 
è precisamente il numero delle disposizioni n a », cioè 
le disposizioni ottenute nel modo indicato, sono tutte 
quelle che si possono formare, e ciascuna non è stata 
ottenuta che una sola volta. 

1 °. Abbiamo ottenuto tutte le possibili disposizio- 
ni n a », perchè si può formare ogni disposizione di » 
oggetti aggiungendo l’ultimo di essi, in fondo alla dispo- 
sizione formata cogli altri n — 1. 

2°. Una stessa disposizione non si è potuta formare 
altro che una sola volta, poiché, essendo differenti le dispo- 
sizioni n— 1 a n— 1 o gli m— n-hl oggetti che si aggiun- 
gono in fondo a ciascuna di esse, i gruppi che si formano 
differiscono o per gli n— 1 primi oggetti, se derivano da 
due disposjzioni n — 1 a n— 1 differenti, o per 1* ultimo, 
se derivano dalla medesima disposizione n— 1 a » — 1. 

Dunque abbiamo la relazione 

D m , . = (wi— n-+-l)Z) m , . 

Poiché questa relazione esiste per un valore qua- 
lunque di », avremo anche, indicando con 

j, .... D m , t i numeri delle disposizioni »— 2 a »— 2, 
n — 3 a » — 3, .... lai. 

Dm, n-t = (m—n-htyDm. „_ 2 , 

D m , „_2 — (m — n-\-3)D„, *_ 8 , 

Moltiplicando queste equazioni, membro a mem- 
bro, i fattori Dm, *— i D m , _ a .... D m , 2 compariranno nei 
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due membri della equazione che si ottiene, e quindi si 
potranno sopprimere, e osservando che D m . < ~m, si ha 

Dm. m — — tn(m — l)(m—2 ) .... (m— n-h2)(m—n-hl). 

Njmcrd delle permutazioni. 

160. La formula precedente, ponendo n=m, dà il nu- 
mero delle disposizioni di m lettere mam. Queste disposi- 
zioni, in ciascuna delle quali sono tutte le lettere, si dicono 
permutazioni. Indicando il loro numero con P m . abbiamo 

P m = 1 . 2 . 3 . . . . (m— l)m; 
poiché per m — n, m — n+1 diviene eguale all’ unità. 

Numero dei prodotti differenti. 

161. I prodotti differenti di m oggetti n a n, sono 
i gruppi diversi che si possono formare con questi m 
oggetti, riguardando come identici quelli che non diffe- 
riscono altro che per l’ordine degli oggetti. 

Rappresentiamo con C m . « il numero di questi pro- 
dotti. Consideriamoli come già formati, e imaginiamo 
di eseguire tutte le permutazioni degli n oggetti conte- 
juti in ciascuno dei medesimi; i gruppi così formali sa- 
ranno le disposizioni degli m oggetti, n a ». Ora io 
dico che vi saranno tutte, e ciascuna una sola volta. 

1°. Vi saranno tutte, perchè prendiamo una dispo- 
sizione qualunque: considerando gli oggetti che la for- 
mano indipendentemente dal loro ordine, si avrà uno 
dei prodotti differenti; e la disposizione data sarà evi- 
dentemente UDa di quelle che si ottengono quando si 
permutano in tulli i modi possibili gli oggetti che con- 
stiluiscono quel prodotto. 

2°. Ogni disposizione sarà formata una sola volta, 
perchè le disposizioni che derivano da uno stesso pro- 
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V*. 


(lotto, differiscono per l’ordine degli oggetti, e quelle 
che derivano da due prodotti differenti, non sono com- 
poste delli stessi oggetti. 

Si può dunque ottenere tutta la serie delle disposi- 
zioni, permutando i prodotti differenti in tutti i modi 
possibili. Ora, ogni prodotto dà 1.2.3 n disposi- 

zioni diverse, il numero totale delle disposizioni D m , » è 
dunque eguale al numero dei prodotti C„ t , moltiplicato 
per 1.2.3 ....«, e quindi abbiamo 

Dm. a Cm, al. 2. 3.... », 

/JX „ _ D m .n _ m(m— l)...(m— n-J-2)(iw — w-4-1) 

w 1.2.3....» 1.2.3....» 

162. Osservazione I. Alla formula precedente si 
può dare una forma che torna qualche volta più co- 
moda. Moltiplichiamo per 1.2.3....m — » i due ter- 
mini della frazione che rappresenta C m , ., avremo 

^ „ 1.2.... (m — n)(m— n-t-l)(m— n-t-2)....m . 

(2) Cm.,— 1.2.3 .... » . 1 . 2 . 3 .... tn — n 

nel numeratore si trova il prodotto dei numeri interi da 1 
fino ad tn, nel denominatore, il prodotto dei numeri interi 
da 1 fino ad m — », e il prodotto dei numeri interi da 1 a ». 

163. Osservazione li. È evidente che la formu- 
la (2) rimane la stessa, se cangiamo » in m—n ; con 
questa sostituzione mutandosi soltanto, uno nell’altro, i 
fattori 1.2.3....» e 1.2.3....m— » del denominatore. 

Il numero dei prodotti differenti di m lettere » a » 
è dunque eguale a quello di m lettere, m—n a m—n. 

V eguaglianza di questi numeri è anche evidente a 
priori. Infatti, se di m lettere se ne prendono », ne 
resta un gruppo di m — n: i gruppi o prodotti » a » 
e m—n a m — » si corrispondono dunque due a due, e 
sono eguali in numero. 
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Potenza dì an binomio» 


164. Abbiamo veduto (25) che il prodotto di un 
numero qualunque di polinomi è la somma di tutti i 
prodotti che si possono formare, prendendo per fattori 
un termine di ciascuno. 

Applichiamo questa regola alla formazione del pro- 
dotto di m binomi, che hanno eguali i primi termini, 

(a?-t-a)(aM-6)(;r-Hr) .... (x-hl). 

Se ordiniamo questo prodotto per le potenze decrescenti 
di x, è evidente che il primo termine sarà x m , prodotto 
che s! ottiene prendendo come fattori gli m primi ter- 
mini dei binomi. 

Il termine in x m ~ l si comporrà dei prodotti nei quali 
si prenderanno come fattori, i primi termini di m — 1 bi- 
nomi e il secondo del binomio rimanente, e quindi il 
coefficiente di x m “* sarà la somma dei secondi termini 
di tulli i binomi. 

Il termine in x m ~ * si comporrà dei prodotti, nei quali 
si prenderanno per fattori i primi termini di m — 2 bi- 
nomi e i secondi dei due binomi che restano. Il coeffi- 
ciente di a;" - * sarà dunque la somma dei prodotti due 
a due dei secondi termini. 

Si vedrà, nello stesso modo, che il coefficiente 
di x m ~ * è la somma dei prodotti tre a tre dei secondi 
termini, e che in generale, il coefficiente di x m ~ n è la 
somma dei loro prodotti n a n. 

Si scrive spesso questo risultato nel modo seguente: 

(x-ha)(x+b)(x-+-c) .... (x-t-A)(aM-Z) 

= x m -±-x m ~ l ~a-ì-x m ~ , 2ab-hx m ~ , 2abc .... 
-hx m ~ n Zabc .... q -+- .... ~\~abc ... .kl. 
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rappresentando con la, lab, labe la somma dei 

secondi termini, la somma dei loro prodotti due a due, 
tre a tre, ec. 

165. Per passare alla espressione di ( x-i-a ) m , basta 
supporre nella formula precedente a = b = c = .... = l. 

Il primo termine rimane eguale ad x m . 

Il coefficiente di x n ~\ eguale alla somma dei se- 
condi termini, diviene eguale ad ma. 

Il coefficiente di x m ~ *, eguale alla somma dei pro- 
dotti due a due dei secondi termini, diviene eguale ad a* 
moltiplicato per il numero di questi prodotti, cioè ad 

m(m— 1) 

2 


Il coefficente di x m ~ eguale alla somma dei pro- 
dotti tre a tre dei secondi termini, diviene eguale ad a * 
moltiplicato per il numero di questi prodotti, cioè ad 


m(m — i)(tn— 2) s 
TT2T3 


In generale, il coefficiente di x m ~ p , che è la somma 
dei prodotti p a p dei secondi termini, diverrà eguale 
ad a r moltiplicato per il numero di questi prodotti, 
cioè ad 

m(m — l)(m— 2) .... (m — p-4-1) p 

iT2T3TT77p ' 5 

si ha dunque finalmente 

(x+o)* = x-+max—'+ ^ «V-’-t- . . .. 

1.2 ....p 
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166. Osservazione I. Nella formula precedente, i 
termini ad egual distanza dagli estremi hanno i coeffi- 
cienti eguali. Infatti, il coefficiente di x m ~ r a p è il nu- 
mero dei prodotti differenti di m lettere p a p, e quello 
di a m ~ r a? è il numero dei prodotti differenti di m let- 
tere *n — p ad *7i— p, e questi numeri sono eguali (163). 

167. Osservazione II. Nella formula che dà(jH-o)", 
si può ottenere cou molta semplicità ciascun termine, 
deducendolo dal precedente. Infatti, esaminando atten- 
tamente i termini successivi, si trova questa regola ge- 
nerale: 

Per passare da un termine a quello che lo segue, 
bisogna moltiplicare il coefficiente del primo per l’espo- 
nente di x nel medesimo, dividerlo per il numero che 
indica il posto che occupa , aggiungere uno all ' espo- 
nente di a, e togliere uno da quello di x. 

168. Osservazione III. Non abbiamo fatto alcuna 
- ipotesi quanto al segno dei numeri x ed a; a può dun- 
que avere un valore negativo — b, e quindi abbiamo 



(x-b) m = ® w +m(-ò)x— * 4 - — (w ~ j ? . ... 


ovvero, osservando che le potenze pari di — b sono eguali 
a quelle di b, e le potenze dispari eguali e di segno con- 
trario , 


( x—b )' * = x m — rnbx m ~ i 


m(m—\) 

1.2 


b'x 


tn— I 


m(m- l)(m-2) . , , 


,«n— 3 


1.2.3 


4 -.... ± 6 * 


i 
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Potenza di un trinomio* 


1G9. Da trinomio a-hò+c può considerarsi come 
uq binomio, quando si riguardino i primi due termi- 
ni ( a+b ) come riuniti in un solo. Cosi avremo 

( 1 ) [(«+&)+<?]• 

= (fi+b) m +m(a+b) m -'c+ m{ \ n T 1 • • • 


1.2 

+ ^ . (tn -^ ;; ; - fOT ~P~ f ~l \a+6) w - p c p -t- ...-he" 

1.2 ...p 


Svolgendo le diverse potenze di a-\-b che compari- 
scono nel secondo membro, si otterrà una somma di 
termini della forma d a i/c T , nei quali la somma degli 
esponenti a, j3, y, sarà sempre eguale ad m. Quelli, 
per esempio, che derivano dal termine 


m(m — 1) .... (m — p-f-1) 

1.2...p 


(a-t-6) 




contengono c r moltiplicato per potenze di a e di b, gli 
esponenti delle quali hanno una somma eguale a in — p, 
in modo che la somma dei tre esponenti di a, b e c è 
eguale ad m. 

Reciprocamente, essendo a, 0 e y tre numeri qua- 
lunque, la somma dei quali è eguale ad m, si troverà 
sempre nello svolgimento della potenza del trinomio un 
termine in a*ò p c T : perchè nella formula (1) si trova il 
termine 


l)...(?n— r-f- 1)^ | qm— Tc r 
1.2 y 




e (a+b) m ~ r contiene un termine nel quale a è Inalzato 
alla potenza a e quindi b alla potenza m — y — «, ossia /3. 

13 
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170. Cerchiamo il coefficiente di questo termine 
in o*6 p c r ; esso deriva, come abbiamo detto, da 

m(m—i ) . . . (m—y - f- 1), 

1.2 . . .y 

che equivale (162) ad 

1.2 ...m 




1.2. . . y . 1.2... m — y 


■£a~{-b) m ~ r c r - > 


ora in (a-f-6)* -1 il coefilciente di a a b m ~ x ~ a è eguale ad 

1.2. ..(m—y) 

1.2. ..a. 1.2... ( m — y — a) 

Il termine richiesto è dunque 

1. 2...m.l .2 ..,w— y a*6" , ~ r -*c r 

ì .2...y.l.2...(ffi — y). 1.2. ..a. 1.2. ..ffi — y — a 6 


sopprimendo il fattore comune 1.2...(»i — y) e sosti- 
tuendo /3 ad m — y — *, diviene 

1 . 2 . . . TJ% p 

1 .2. .. » . 1 .2 . . .£ . 1 . 3 .. .y ° C ’ 

e si dovranno prendere tutti i termini analoghi che cor- 
rispondono a tutti i valori di «, j3 e y, la somma dei quali 
è eguale ad m. 


Potenza di un polinomio. 


171*. Dimostreremo che se la potenza m"'"* di un 
polinomio a+6+c . .. -j -k, di n termini, è la somma di 
tutte le espressioni 


1 .2.. .»t 


t.2...*.1.2.../3.1.2...y...l.2..»i 




che si ottengono dando ad *, /3, y, . . . n tutti i valori, la 
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somma dei quali è m; anche la potenza rn' ,ima di un 
polinomio a-4-ÒH-c-h . . .h-àh-Z, di n-t-1 termini, sarà 
la somma di espressioni analoghe, che si otterranno 
egualmente. 

Un polinomio n+6+c-t-. . ,-f-A-hl può conside- 
rarsi come un binomio, riguardando come un sol ter- 
mine la somma a-hb-t-c-h . . . ■+-/;, che porremo eguale 
ad A; avremo cosi 

(1) — f — fe — 1 — C . i , +A+/)* 

= = A n -hmA m ~ 1 l+ — ( ^p-)- A m ~'l '+ . . . 

2i 

. m(m— l)...(m— 0-t-l) , m _ n /n , 

+ 1.2...0 ~ À ‘ + "‘ 

Svolgendo le potenze di A, si otterrà una somma di ter- 
mini della forma a^c 1 '....^ 7 ’/ 9 ,^! quali la somma degli 
esponenti a, j3 ,7, .... >i, 6 è eguale ad m. Quelli, per esem- 
pio, che derivano da 

m(m— 1)...(w-e + 1) . m _ 0 0 

1.2.. . e ’ 

contengono / 9 moltiplicato per potenze di a, b, c,...k, 
gli esponenti delle quali hanno una somma eguale 
ad m— 6, in modo che la somma di tutti gli esponenti 
è eguale ad m. 

Reciprocamente, essendo a, /3,y ...1 1, 6, »4-l nu- 
meri qualunque che sommati insieme danno m , si tro- 
verà sempre nello svolgimento della potenza de) polino- 
mio, un termine a < *ò p c T ....A 11 i 9 ; perohè nella formula (1) 
ne abbiamo uno della forma 

m(m— 9+1) m _ e/9 

1.2. . .fl A * 

e ^** -6 contiene un termine nel quale a, b, c, . . . . k sono 
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inalzati agli esponenti la somma dei quali è 

m— 0, che aggiunta all’esponente 0 di l, dà m. 

172*. Cerchiamo il coefficiente del termine a a $c r ... 
fc 11 / 9 . Esso deriva da 


1 . 2.. .0 


1.2.3...ot 
1 . 2 . .. 0 . 1 . 2 ...»* — 0 


A n ~HK 


Ora il coefficiente di a <x $c r ....k y ' 1 in A m ~°, è 

1.2.. ,m— 0 

1.2...a.l.2.../3.1.2..y...l.2...»j 1 


quindi, eseguendo la moltiplicazione, e sopprimendo il 
fattore comune 1.2 si ottiene 


1.2.3 .. .m 


1.2...a.l,2.../S...1.2...ii.l.2...i 


aW.../ 9 , 


e si dovranno prendere lutti i termini analoghi corri- 
spondenti ai valori interi e positivi che sodisfano alla 
equazione 

a-f/3+7 . . . »i+0 = m. 

Ora, questa legge di formazione del termine generale 
di una potenza di un polinomio è vera per un trinomio, 
dunque anche per un polinomio di quattro termini, e 
così discorrendo, per uno composto di un numero qua- 
lunque di termini. 

Osservazione. Se vogliamo che il termine gene- 
rale, che abbiamo trovato per la potenza di un polino- 
mio, rappresenti tutti quanti i termini della medesima, 
bisogna fare la convenzione che per a = o, si debba 
prendere 1.2.3. ...a = l. 
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*•* . . 
■ * *•. 


Esercizi. 


1°. Verificare le formule 

0«+#, m — Da.m + ftìDa, n-(Dt, I + [ r — - Da.m—iDb, 3 + .... 

-t- m(m — 1) .... (m— w-M) 

5 4 n m—nUb, n + «... +X/*, ** 

1 • « • • • t TI 


1.2...m 


Da+H-C. m — Da.m- 1- .... -+• 1> 2...«.1.2...j3T.2>/ ^ 0® C "T“*" •— 


indicando al solilo con D,,». il prodotto m(m — i)(m — 2).... 
(m— p-Pl), e il secondo membro della seconda formula com- 
prendendo tulli i termini analoghi a quello che abbiamo 
scrino e che corrispondono ai valori di et, |3, y che sommati 
insieme danno m, c ritenendo Da. 0 = 1. 

2°. Determinare il numero dei termini di (a-t-6-Hc) 1 " e 
di (a-f-ft-Hc-t-d)'". 

3°. Verificare la formula 


1 , 1* , 1,— 3 n(n — 3). i *-« 

w(n - 4)(n-8) 1 « 

1 T 2 T 3 

p n'n— p l)(n p : 2) .... (n-2p-H) 1-* 

1 1.2. 3. ...p 

4°. Verificare la formula 

1.2.3 . . . m = (m-+-l)™ — m . m’"-t • „ 1 (m— l) w 

tnfm— l)(m — 2). n . 

--TTO 


8°. Trovare il maugior termine dello sviluppo di ( x-\-a) m t 
quando siano dati x ed a, e trovare il limite del rapporto dei 
loro esponenti nel termine massimo, quando m aumenta in- 
definitamente. 

Trovare il maggior termine dello sviluppo di (a-t-6-j-c)" 
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e i limili dei rapporti degli esponenti di a, 6 e e, in questo 
termine massimo, quando m aumenta indefinitamente. 

6°. Verificare che [x-k-a) m -\-[x — a) m è maggiore di 2x". 
Dedurne il massimo di x-y-y quando é dato x"-+- y*. 

7°. Verificare la formula 


(ar-t-a)" = x” -{-tnx(x-^-P) m - , ■+■ m ™ 2 ~ «(« — 2/3)(x-+-2p)"- a 


mfm— t) . . .. fm — n-M) , a . 

— i.2. 7: . t, ^ np)-',a:+njS)— 

+■ . . . . m*(« — [m — t )jS)"- a (x-+-(m— mP)"- 1 . 


Questa formula coincide con quella del binomio, quando p=o; 
è vera qualunque sia |3. * 

8°. Determinare il numero dei modi differenti, ne’ quali si 
può decomporre un poligono in triangoli per mezzo delle dia- 
gonali: dimostrare le formule 


P»-H = P» *+■ Pm-tPf + P,- 2 P« + . I i . + Pj P«-l+P« , 
p H+t = p. , 


rappresentando P, qnanli modi diflerenti s! possono tenere 
per questa decomposizione in un poligono di n lati. 

9°. Considerando una permutazione di n numeri 1.2.3....n, 
e dicendo che in essa vi è uno spostamento, quando un nu- 
mero è seguito immediatamente o dopo qualche altro, da 
uno minore, dimostrare che il numero totale degli spo- 
stamenti contenuti nelle permutazioni di questi n numeri 

. „ „ n In — 1) 

e 1 . 2 . 3 . . . n — — -. 

4 

10°. Se m è un numero dispari, e n <m— 1, si ha 

■(m-niw— 3V...(i»-»}/ » » 4 npi-l) , 4 »[.!— 1)|.-2) « \ . 

'U~4 4.3 m-ì~ 4.2.3 


4 . 2 . 3 ....» 


11°. Se 

, 1, A, B, C, D, .... 

sono i coefllcienli della m“ lma potenza di un binomio, 
1 , ì-\-A, B-v- C, C-\~D , .... 

saranno quelli della potenza 
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12°. Scrivendo sopra on circolo m numeri 
t » • • • • X m 5 

sommando ogni numero col precedente, e scrivendole som- 
me sopra un nuovo circolo, e operando su questo circolo co- 
me sul precedente; se n-i-1 <m, i numeri scritti suH^n-i-i)*^** 
circolo saranno della forma 

n(n— 1) 

a^H-nx,-» — V A 2 x 4 h- .... -t-nx, -+- x»+) , 

e la somma dei numeri scritti su questo circolo sarà eguale 
a 2" (x^XjH-Xj-4- .... ~hX m ). 

13°. Trai divisori di un numero dato quanti ve ne sono 
che contengono n fattori primi differenti? 
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CAPITOLO XV. 

RADICI DEI FOIiIIIORI. 


173. L’estrazione della radice è una operazione che 
in generale non può effettuarsi sui polinomi , e molto 
spesso bisogna contentarsi d’ indicarla. In*" alcuni casi 
però la radice di un polinomio può esprimersi per un 
altro polinomio; vedremo come allora si possa trovare. 
Primieramente ci occuperemo della radice quadrata. 


Radice quadrata dei polinomi. 


174. La determinazione della radice quadrata di un 
polinomio si fonda sul seguente 

Teorema. Se un polinomio A ordinato per le po~ 
tenze decrescenti di una lettera è il quadrato di un 
altro polinomio B ordinato nello stesso modo, il primo 
termine di A è il quadrato (lei primo termine di B. 

Infatti, il prodotto di due polinomi ha per primo 
termine (26) il prodotto dei primi termini dei due fatto- 
ri. Dunque, se i due polinomi che si moltiplicano, sono 
eguali a uno stesso polinomio D, il prodotto B * avrà 
per primo termine il quadrato del primo termine di B. 
Si può anche dire che se un polinomio B è la ra- 
>ce quadrata di un polinomio A, il primo termine di B 
a radice quadrala del primo termine di A. 
nato remo dunque, quando un polinomio sarà ordi- 
Per le potenze decrescenti di una lettera, calcolare 
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il termine che deve essere il primo della radice, se 
questa può essere un polinomio. Se il primo termine del 
polinomio proposto è Ax m , il primo termine della ra- 
dice quadrata non potrà essere altro che \/ax"‘ ovve- 

— Yfì, 

ro x*\/A. Questo termine è razionale soltanto quando — 

è intero, e A è un quadrato perfetto. 

175. Sapendo così trovare sempre il primo termine 
della radice, potremo determinarli successivamente tutti, 
se risolveremo la questione seguente. 

Conoscendo gli n primi termini della radice , tro- 
vare l’ (n-b l)""" 4 . 

Sia vi il polinomio proposto, 5 l’insieme degli n 
primi termini della radice, e a la somma dei termini 
seguenti che supponiamo tuttora incogniti; dovremo 
avere identicamente 

A (5-}-5)*, 

ossia 

A — 5 — f-2Sa-t-s*, 

e trasportando 5*, che è cognito, nel primo membro, 
A— S' = 2Ss-hz\ 

Dovendo essere identici i due membri della equa- 
zione precedente, i termini di più alto grado in x sa- 
ranno eguali. Poiché A ed S sono cogniti, si troverà fa- 
cilmente il primo termine di A — S*; quanto al secondo 
membro, il termine di più alto grado è il prodotto del 
primo termine di 25 per il primo termine di s; infatti, 
questo prodotto è il primo termine di 2Sa, ed è di 
grado più elevato del primo termine di a*, poiché es- 
sendo a di grado inferiore ad 5, s* è di grado infe- 
riore a Ss. 

Dunque, chiamando v il primo termine di *, il pro- 
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dotto di v per il primo termine di 25 sarà eguale al 
primo termine de! primo membro; quindi, » è il quo- 
ziente della divisione del primo termine di A — 5* per il 
primo termine di 25, cioè per il doppio del primo ter- 
mine della radice. 

176*. Osservazione. Le espressioni A — 5* cangiano 
a ogni operazione, poiché 5 contiene ogni volta un ter- 
mine di più: ma si può rendere più semplice il calcolo 
delle medesime, deducendole una dall’ altra. Supponia- 
mo di avere determinato, mediante l’espressione A — 5*, 
il termine (n-hl)"'”" che chiameremo v : per determi- 
nare P (« 4 - 2 )"^* bisognerà calcolare 

A — (5-t-«)*, ossia A — 5* — 2 Sv~v*, 

e quindi basterà sottrarre da A — S* l'espressione 2 5v4-t>’, 
ossia (2S+v)v, cioè la somma del doppio degli n primi 
termini della radice più l’(»-t-l)“™ moltiplicala per 
l’(»-f-l )**“"•. Poiché il primo termine di questo pro- 
dotto è eguale al primo termine di A — 5’, essi si di- 
struggeranno, e quindi il primo termine della seconda 
espressione è di grado minore di quello della prima, 
e in conseguenza i termini ottenuti in radice vanno 
continuamente diminuendo di grado, come deve essere. 

177. I ragionamenti precedenti suppongono che 
esista una radice quadrata rappresentata da un polino- 
mio, e danno il mudo di ottenerne i differenti termini. 
Rimane ad esaminarsi il caso in cui la radice non può 
es ® er P 0sla sotto questa forma, ed a cercare come si 
Può conoscere questa impossibilità. 

Se d non è il quadrato di un polinomio, A — 5* non 
f ( ° ,na ! essere nullo, qualunque sia il numero dei 
* mi . ni e 1* operazione non avrà mai fine. Conli- 

o a, si troverebbe una serie di termini, gli espo- 
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nenti dei quali diverrebbero negativi dopo un certo punto, 
e crescerebbero indefinitamente in valofe assoluto. Per 
riconoscere quando questo accada, osserviamo che se 
esiste un polinomio che sia radice, 1’ ultimo termine del 
medesimo potrà calcolarsi immediatamente,e nello stesso 
modo che il primo: si può dimostrare infatti, come (174), 
che esso è la radice quadrata dell’ ultimo termine del 
polinomio proposto; dunque, allorché l’operazione darà 
un termine di grado inferiore a quello che deve avere 
1 » ultimo, si può tralasciare di continuarla, ed essere certi 
che essa non avrà mai fine. 

178. Osservazione. Qualche volta, la sola ispe- 
zione di un polinomio basta per assicurare che non è 
quadrato di alcun polinomio. 

1°. Quando il primo e 1’ ultimo termine non hanno 
una radice quadrata razionale, è evidente che nessun 
polinomio razionale potrà esser radice quadrata del pro- 
posto. 

2°. Anche se la radice quadrata del primo termine 
ha un coefficiente irrazionale, il polinomio potrà avere 
una radice quadrata con coefficienti irrazionali, che 
contenga razionalmente la lettera ordinatrice. Ma se 
la radice quadrata del primo termine è razionale, biso- 
gna che sia razionale anche quella dell’ ultimo; perchè, 
essendo razionale il primo termine della radice, l’ope- 
razione che fa conoscere gli altri non può dare, eviden- 
temente, altro che termini razionali; dunque bisogna 
che anche l’ ultimo termine della radice sia razionalé, e 
quindi che 1’ ultimo termine del polinomio proposto sia 
un quadrato perfetto. 

179. Esempio. Si debba estrarre la radice qua- 
drata da 

(y'- i -2y+i)x'^(4y'+!y)x ,> -h(ùy 1> --hi2y'-+2y)x t -\-{i2y i -ì-iy ì )x 
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Il primo termine della radice è (174) la radice quadrata di 
cioè 

x'x/y'-i-ly-hi. 

Ora si potrebbe trovare col metodo generale, ma è fa- 
cile a vedersi immediatamente, che si ha 

vV-t- 2 !/-*-* = y-hl ; 

dunque, il primo termine della radice del polinomio pro- 
posto ordinala secondo le potenze di x, sarà 

L’ osservazione fatta (177) qui non può applicarsi, e non 
si vede alcun segno d’ impossibilità, perchè l’ ultimo ter- 
mine del polinomio proposto 9y 4 -t-6y*-f y* è un quadrato 
perfetto (3y*-4-y)*. Dunque continuiamo 1* operazione. 

Facendo il quadrato del primo termine della radice 
e sottraendolo dal polinomio proposto, resta 

(iy t -hiy)x*-+-(fiy''-*-l2y t -+-2y)x t -i-(i2y*-h4y , )x-+-9y % -{-6y'-+-y i -, 

il primo termine di questo resto, (4t/ , ^-4y)a: , , diviso per 
il doppio del primo termine della radice, 2x*(y-+- 1), dà 
per quoziente 2xy, che sarà (175) il secondo termine 
della radice. 

Facendo il prodotto della somma del doppio del 
primo termine e del secondo per il secondo, 
(2ar*(t/-t-l)-t-2arj/)2Ty , 

e sottraendolo dal primo resto, si trova (176*) per secondo 
resto 

{Gy'+9y i +Zy)x'+(l , 2y , -+-ky')x+9y'+6y , +y'. 

Il primo termine di questo resto, (6t/*-t-8y*~t-2y)a?*, diviso 
per il doppio del primo termine della radice, 2a?’(y+l), 
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dà per quoziente 3 y % -+■ y, che è il terzo termine della 
radice. 

Facendo il prodotto della somma del doppio dei due 
primi termini della radice più il terzo per il terzo 

(2 x'(y -h 1) -+- 4 xy -t- 3y' 4- y){2y* H- y), 

e sottraendo dal secondo resto, si trova un resto nullo. 
Quindi il polinomio proposto è un quadrato perfetto, e 
ne abbiamo determinala la radice. 

Si debba ancora estrarre la radice quadrata da 
x'y'-r- 3ya: 7 -t- 1 / V-f-y’-f- 1 ; 

la sola ispezione di questo polinomio fa vedere (178) 
che non può avere per radice quadrata un altro polino- 
mio, perchè il primo termine x*y' è un quadrato per- 
fetto {x'y)* , mentre non è tale 1* ultimo termine 


Radice MI""' 


dei polinomi. 


180. La determinazione della radice m a “" di un po- 
linomio si fonda sul seguente 

Teorema. Se un polinomio A ordinato per le po- 
tenze decrescenti di una lettera, è la potenza m esl ““ di 
un altro polinomio B ordinalo egualmente , il primo 
termine di A è la potenza del primo termine di B. 

Nella moltiplicazione di più polinomi, il primo ter- 
mine del prodotto è il prodotto dei primi termini dei 
fattori; dunque, quando i polinomi da moltiplicarsi sono 
tutti eguali a uno stesso polinomio B, e quindi il pro- 
dotto è Z? ra , il primo termine sarà il prodotto dei primi 
termini, ossia la potenza m‘“ ma del primo termine di B; 
come volevamo dimostrare. 

Si potrebbe enunciare il teorema anche nel modo 
seguente: Se un polinomio B è la radice m“‘ ma di un po- 
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linomio A, il primo termine di D è la radice m“ ,ma del 
primo termine di A. 

Si potrà dunque, allorché un polinomio è ordinato 
per le potenze decrescenti di una lettera, calcolare il 
primo termine della radice. Pifatti, se il primo termine 

del polinomio proposto è Ax n , il primo termine della ra- 

=-» 

dice non potrà essere altro che \/Ax n , cioè x m \/A. 

Questo termine non sarà razionale altro che quando — 

m 

sarà intero, e A una potenza m“ mM esatta. 

181. Osservazione I. Se il coeflìciente del primo 
termine di A è numerico, si conoscerà facilmente se è 
una potenza esatta, e se ne determinerà la radice. Ma se 
è un polinomio, bisognerà cominciare da estrarre la ra- 
dice di questo polinomio. Perciò P ordineremo per una 
delle lettere che contiene, e gli applicheremo il metodo 
che esponiamo. 

182. Osservazione II. L’ ultimo termine della ra- 
dice può ottenersi immediatamente come il primo; poi- 
ché si dimostra, precisamente nello stesso modo, che è la 
radice dell’ ultimo termine del polinomio proposto. 

183. Conoscendo il modo di ottenere sempre il pri- 
mo termine della radice, per determinare successiva- 
mente tutti gli altri, basterà risolvere la questione se- 
guente: 

Conosciuti gli n primi termini della radice , tro- 
vare l’ (n-t-l)*"™ 0 . 

Siano A il polinomio proposto, 5 la somma degli n 
primi termini della radice, e s la somma dei termini che 
restano da determinarsi; dovremo avere identicamente 
A=(S+z)”, 

ossia (165). 

A = S"-4-*nsS— ’ .... 

1 . 2 
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e trasportando S”, che è conosciuto, nel primo membro, 

A-S m — .... 

1.2 


idue membri della equazione precedente dovendo essere 
identici, i loro primi termini devono essere eguali. Poi- 
ché A ed 5 sono cogniti, sarà facile di calcolare il primo 
termine di A— S m . Il primo termine del secondo mem- 
bro è il primo termine di mzS” 1 "', perchè questo pro- 
dotto è di grado superiore ai termini seguenti che con- 
tengono S"“V, S m ~V.... Difatti, questi fattori conten- 
gono la lettera ordinatrice inalzata a esponenti sempre 
più piccoli, poiché per formare ciascuno di essi bisogna 
sostituire nel precedente ad un fattore eguale ad S, un 
fattore eguale a z che è di grado inferiore. Dunque chia- 
mando v il primo termine di z, il prodotto di v per il 
primo termine di mS m ~ l sarà eguale al primo termine 
del primo membro, e quindi v è il quoziente della divi- 
sione del primo termine del primo membro, per il pri- 
mo termine di 

Osservazione I. Il primo termine di mS" -1 è eguale 
a m volte la (m— \y tUn * potenza del primo termine di S, 
e quindi nelle divisioni che danno i termini successivi 
della radice, il divisore è sempre lo stesso. 

Osservazione II. Il primo membro A— S m cangia 
per ogni operazione, poiché S contiene ogni volta un ter- 
mine di più.. • - 

Si possono dedurre i valori di queste espressioni 
uno dall’altro. Supponiamo di avere determinalo il ter- 
mine (n - che chiameremo v, servendosi della 
espressione A— S m -, per determinare 1’ biso- 
gnerà calcolare A— (S-f-v) m , ossia 

A-S m - mS m -'v— . . . ; -v m . 

JL • w 
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e quindi basterà sottrarre dalla espressione .4 — S m già 
calcolata 


ossia 


1 • a 


(wS— *4- w( ™ .... -hv m ~')v. 


Toichè il primo termine di questo prodotto è eguale al 
primo di A— S 1 *, essi si distruggeranno, e quindi il pri- 
mo termine della seconda espressione sarà di grado in- 
feriore a quello della prima, e in conseguenza i termini 
ottenuti in radice andranno continuamente diminuendo 
di grado. 

184. In quello che abbiamo detto fln qui, abbiamo 
supposto che esista una radice m uima eguale a un polino- 
mio, e abbiamo determinato il modo di trovarne i dif- 
ferenti termini. Ma bisogna anche esaminare il caso in 
cui la radice non può' mettersi sotto questa forma, e 
mostrare come può riconoscersi questa impossibilità. 

Se A non è la potenza di alcun polino- 

mio, A — S m non sarà mai nullo, e 1’ operazione non ter- 
minerà mai. Continuandola, si troverebbe una serie in- 
definita di termini, gli esponenti dei quali a un certo 
punto diverrebbero negativi, e crescerebbero indefinita- 
mente in valor^ assoluto. Per conoscere quanto bisognerà 
avanzarsi coll’operazione per potere affermare. questo, 
basterà osservare, che se la radice esiste, il suo ultimo 
termine può calcolarsi immediatamente (182). Dunque 
quando troveremo un termine coll’ esponente inferiore 
a quello che deve avere l’ultimo, potremo tralasciare 
di continuare l’operazione, poiché saremo certi che non 
avrebbe mai fine. 

185. Osservazione. Qualche volta la sola ispe- 
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zione di un polinomio basta per distinguere che non è 
potenza m utm * di un altro polinomio. 

i°. Quando il primo e 1* ultimo termine non sono 
potenze m” tnu esatte, nessun polinomio razionale può es- 
sere radice del polinomio proposto. 

2°. Se la radice del primo termine ha un coef- 
ficiente irrazionale, può accadere che il polinomio abbia 
una radice m"*"* con i coefficienti irrazionali e che con- 
tenga razionalmente la lettera ordinatrice. Ma se la ra- 
dice del primo termine è razionale, bisogna che 
sia tale anche quella dell’ultimo, perchè se il primo 
termine della radice è razionale, l’operazione che serve 
alla determinazione degli altri non può dare che ter- 
mini razionali; dunque è necessario che anche l’ultimo 
sia razionale, e che quindi l’ ultimo termine del polino- 
mio proposto sia una potenza m uima esatta. 

< * 

Esercizi. 

1°. Se ti, v, s sono tre frazioni algebriche, razionali, che 
contengono una sola lettera x, e tali che 
«* = »*-+• z; 

se, inoltre, il grado di z (eccesso del grado del numeratore 
sopra il grado del denominatore) è minore di quello di u; 
dimostrare che la parte intera di » è uguale a quella di u. 

2°. Trovare un triangolo che abbia i tre lati e 1* altezza 
in progressione per quoziente. Chiamando due Iati x e y, 

l’altro sarà l’altezza — e l’area Eguagliando que- 
y x a 

sta espressione a quella che si ottiene dando l’ area in fun- 
zione dei lati, avremo una equazione di ottavo grado, che 
si può rendere più semplice, perchè il suo primo membro, 
quando vi sono stati portati lutti i termini, è un quadrato 
perfetto. 

3°. Estrarre la radice quadrata da 

klm (l -t- m) (l ■+■ n) -+- (i* — mn)\ 

u 
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4°. Estrarre la radice quadrata da 
- 4 j (a’— 6’)cd-f-(c’— d>6 1 | (a’— 6*)(c l — d*)— 4a6cd | *. 

8°. Estrarre la radice quadrata dalla espressione 
(a*-Hib-»-b 8 Xc 8 -»-cd-i-d 1 )— (be— adj 8 — (bc— adXac-t-ad-+-bd). 

6°. Estrarre la radice cubica dalla espressione 
a s +b 8 4 -c 8 +d 8 — (a+b) 8 — (aH-c) 8 — (a-f-d) 8 — (b-t-c) 8 — (b-t-d) 8 — (c-t-d; 8 


+(a^bH-c) 8 +(ò+c-Hdj 8 -4-(e-4-d-4-a) s -+-(d-t-a-t-b) 8 . 

7°. Risolvere 1* equazione 
1 _ 1 /I _i\ 3 

'p* ~ 4*/" 




V P" (p+q)*Vp 8 ‘ <lV • (jJH-g) 
8°. Risolvere 1* equazione 
1 1 




pY 


P Y 


_i /i j_\ 

(p-t-g) 8 \p’ g‘/ 

2/1 1 \ 


2 


(p-+-g)* \p 


; (p 8 g 8 ) 


9 ®. Estrarre la radice quadrata dalla espressione 

•v'<r'- h i ’/jb+*V7*V 
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CAPITOLO XVI. 

■ BIODO DEI COEFFICIENTI IIDETBBHIÌMTI. 


186. Il metodo piò semplice e naturale per deter- 
minare un polinomio ordinato rapporto a una lettera, 
che sodisi! ad alcune date condizioni, consiste nello seri- 
vere questo polinomio lasciando indeterminali i coeffi- 
cienti e qualchevolta anche il grado, e nell' esprimere 
che sodisfa alle condizioni proposte. Si ottengono così al- 
cune equazioni nelle quali questi coefficienti e questo 
grado compariscono come altrettante incognite, delle 
<iuali si può ricavarne il valore. 

Questo metodo può applicarsi alla soluzione di due 
questioni risolute di sopra, la divisione dei polinomi e 
l’estrazione delle loro radici. Indicheremo questo se- 
condo modo di stabilire la teorica di queste operazioni, 
c vedremo facilmente che porta precisamente ai mede- 
simi calcoli dei metodi già esposti. 

187. Si debbano dividere, uno per l’altro, due po- 
linomi di grado «ned», 


i -¥-A .... 


Bx n -]-B l x n -f 


Bisogna che il quoziente, moltiplicato per il divi- 
sore, riproduca identicamente il dividendo. Ora, se rap- 
presentiamo con a il grado del quoziente, quello del 
prodotto sarà n-f-a, e quindi si dovrà avere »-f-a = tn, 
ossia ai — m—n. Conosciuto, così, il grado del quoziente 
e quindi il numero dei suoi coefficienti eguale ad «■+•!, 
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si potrà, rappresentando ogni coefficiente con una let- 
\era qualunque, effettuare il prodotto del quoziente per 
il divisore. Questo prodotto, essendo di grado m, sarà 
composto di m+1 termini; eguagliando questi ai ter- 
mini corrispondenti del dividendo, si otterranno jn-f-1 
equazioni di primo grado tra gli m^n-V- 1 coefficienti in- 
cogniti. m — n + 1 di queste equazioni basteranno per 
determinarli; le altre dovranno risultare verificate e sa- 
ranno equazioni di condizione. 

188. Se vogliamo applicare il metodo dei coBlcienti 
indeterminati alla determinazione del quoziente e del re- 
sto, quando la divisione non è possibile, bisognerà porre 
la questione nel modo seguente: 

Trovare un polinomio che, moltiplicato per il di- 
visore, dia un prodotto, la cui differenza col dividendo 
sia di grado inferiore al divisore. 

È evidente che basterà eguagliare ai termini corri- 
spondenti del dividendo quei termini di questo prodotto, 
il grado dei quali non è minore del grado n del divisore. 
Così, otterremo m-n-h 1 equazioni (le stesse che se cer- 
cassimo un quoziente esatto), per mezzo delle quali de- 
termineremo tutti i coefficienti del quoziente. La diffe- 
renza tra il dividendo e il prodotto del quoziente per 
questo divisore sarà il resto. 

189. Le m-n-h 1 equazioni che determinano il quo- 
ziente hanno una forma notevole, che le rende facil- 
mente risolvibili. 

Sia 

Cx m ~ H -+- CiX m ~ n ~ l -b «... C* x m ~ n ~*H- , , . . ■+• C m _ n , 
il quoziente incognito. 

La prima equazione contiene la sola incognita £7; 
conosciuta C, dalla seconda si ricaverà C, , che vi entra 
soltanto al primo grado; trovate C e C, , dalla terza ri- 
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<Javeremo C s che vi è solo al primo grado. In generale, 
ogni equazione contiene al primo grado un’incognita 
che non compariva nelle equazioni precedenti, e som- 
ministra il modo di determinarla. 

Per dimostrarlo, osserviamo che Tacendo il pro- 
dotto di 

£3! n +Z?iX* -, -i- +B„, 

per 

Cx m ~ n -h CiX m ~ n ~ l -b .... -hC m _ n , 

C, non comparirà in alcun termine di grado maggiore 
di m—k; in guisa che le prime k equazioni non conter- 
ranno questa incognita; quanto alla (*+1)"^, con- 
terrà C* al primo grado, perchè, nel prodotto, il solo 
termine in sc m ~* che contenga C» è evidentemente 
UC t x n '\ 

190. Applichiamo il metodo precedente a un esem- 
pio. Si debba dividere 

x'-hAiX'+A ì CC k - s rAiX X - J rA i X X -+-A il X-{-At , 
per 

x'+px-hq. 

< 11 quozientè sarà di à° grado. Rappresentiamolo con 

x K ^m l x i -i-m ) x*~i'm t x-hm k . 

Moltiplicandolo per il divisore, si ottiene 

x*+(p+m l )x t -h(q+pm i -+-tn,)x'-h(qm i -+-pni r \-m i )x* 
+(qm t +prù 3 -i-inL)x'-+-(qm i +pm !t )X'+-qm k . 

Eguagliando i termini di questo prodotto, di grado mag- 
giore di uno, ai corrispondenti del dividendo* avremo, 
per determinare *»i , m t , tn 3 , m K , le equazioni 

?;•+«»* = Ai, q-hptrii-hmi = A, , qmrtpm i -A-m t f=A t1 
■ qm ì -+-pm ì -h*n k = A k . 
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La prima darà m,; conosciuto la seconda darà m lr 
trovati m , e m,, la terza farà conoscere m 3 ; e final- 
mente Inquarta determinerà m k . 

191. Il metodo dei coefficienti indeterminati si ap- 
plica facilmente alla estrazione della radice di un po- 
linomio. 

Sia un polinomio 

Az f - J rAyX p ~ ì ~\- .... -f-zlp ; 
rappresentiamone la radice m’ ,ma con 

5x*+l?i3J n '+ .... -t -B n . 

Bisogna, secondo la definizione, che si abbia identica- 
mente 

(Bx n -\rB l x*~ l -\- . . . . -t-fin)" 1 = Ax r -\-A i ^x p ~~ l -ì- • . -t-A f . 

Affinché i due membri siano dello stesso grado, dovrà 
essere 

p = mn. 

Dunque, se p non è un multiplo di m, il problema sarà 
impossibile. Se p sarà divisibile per m, conosceremo il 

grado della radice, e quindi il numero dei coefficienti 

della medesima. Inalzando questa radice alla potenza m r 
il risultato sarà un polinomio di grado p, ed eguagliando 
i primi tt-t-1 termini ai corrispondenti del polinomio pro- 
posto, avremo n-f-1 equazioni per determinare i coeffi- 
cienti. Le equazioni che esprimono l’ eguaglianza degli 
altri termini dovranno essere verificate dai valori già 
trovati; saranno equazioni di condizione. 

192. Le n-t-1 equazioni che determinano i coeffi- 
cienti della radice hanno una forma che ne rende faci- 
lissima la soluzione. 

La prima equazione contiene la sola incognita B . 


i 
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Conosciuta B, la seconda darà B i , che vi compa- 
risce soltanto al primo grado. 

Trovati B e J? t , si ricava dalla terza equazione 2? t , 
«he vi comparisce soltanto al primo grado. In generale, 
ogni equazione contiene al primo grado un’ incognita 
che non compariva nelle precedenti , e dà il modo di de- 
terminarla. 

Per provarlo, osserviamo che effettuando la potenza 

(Bx'+BiX'-'-h .... 

B k non comparirà in alcun termine di grado maggiore 
di mn — k; in modo che le prime k equazioni non con- 
terranno questa incognita. La (A-f-1)" 1 "* conterrà B k al 
primo grado, perchè non si può avere altro che un 
sol termine in x m *~ h in cui comparisca B k , e questo 
è mB k x n - t (Bx’ , ) m ~ l (171*). 



Applicazione ad alcuni problemi» 

193. Applicheremo il metodo dei coefficienti inde- 
terminati a problemi che non abbiamo ancora risoluti. 

Problema 1°. Determinare la relazione necessaria 
affinchè il trinomio x’+px-f-q sia divisibile per il qua- 
drato di un binomio convenientemente scelto, (x— «)*. 

Se x+0 indica il quoziente di questa divisione, 
avremo 

x'-i-px+q = (x—a)\x+fi>) = («*—2 «.x+a'Kx+P) 

— — 2a)a?*-f-(«* — 2a/3)a;-t-« , /3 ; 

onde, eguagliando i termini corrispondenti dei due 
membri, 

2» = 0, P = «*— 2a/3 , q = a*/3. 
Sostituendo nella seconda e nella terza equazione a il 
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valore 2« dedotto dalla prima, si ha 

p = A > — ia’ = — 3a*, q — 2a*. 


La prima equazione dà * = 


>1 «no > . 

e con questo va- 


lore di a, la seconda prende la forma 



ossia 

hp 3 -\- 2 Tq t — o . 

Problema 2 °. Determinare i coefficienti meni» 
modo che V espressione 

mx 3 — ( 2 m , -f 3 »)a:*-h(»n 5 -t- 6 m/j)a;— 3 »t*w 


sia un cubo perfetto . 

Eguagliamo i termini di questa espressione ai cor- 
rispondenti del cubo di un binomio ax+b, cioè ad 


a 3 x 3 ■+■ 3a t bx'-+-3ab'x-hb* ; 

avremo ■ • .. : „ . iV , 

a*=m, — (2m*-+3n)= 3a*6, m 8 -t-Cmn=3a6*, — 3 m'n=b* 

+* \ ~ « 


Le due ultime danno 


b— — y/Zm i n , a 




3v/9 mV 

determinate a e b, le altre due equazioni saranno equa- 
zioni di condizione. Sostituendo ad a e a b i loro valori, 
esse divengono > Hi’ • 

(m’-f-Gwm)* 


( 1 ) 

<*> 


m : 


27.9 mV 




2m’-t-3n 3 ( t » , ^6mw) t v'3m*n _ (ro , -<-flmw) 1 _ (m’-nfimn)’ 

3 3 _____ Qm n 

9^/8 lmV 3v'27m , n' 
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Mandando via i denominatori e sopprimendo il fattore 
comune m*, la equazione (2) diviene 

9n(2m*-f-3n) = w‘+12wi , n-t-36n 1 , 


e riducendo, 

o — 9n* — Gm'n-hm*, 
che dà per valore unico di n 



Questo valore di n, sostituito nella equazione (1), la 
rende identica; dunque la condizione richiesta si riduce a 



e il polinomio proposto è allora eguale, come si verifica 

s _ * _ 

facilmente, al cubo di x \/rn — my/m. 


Esercizi. 

1°. Determinare le condizioni necessarie affinchè 

sia il quadrato di un polinomio intero rapporto a x. 

2°. Trovare le condizioni che debbono verificarsi affinchè 

Ay'-*- Bxy-i-Cx i -+-Dy-hEx-hF , 

sia il prodotto di dne espressioni di primo grado in « e in y. 
Decomporre in questo modo 

2x* — 2lxy— liy ! — x-k-34y— 3. 

3®. Porre 1* espressione 


/ 
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sotto la forma della differenza dei quadrati di dae polinomi 
interi, di secondo grado rapporto a x. 

4°. Condizioni perchè 

o’è 1 )— (x— «)*— (y— $*, 

sia il quadrato di un polinomio in x e in y, 

5°. Porre Ax*-*-2Bxy+Cy* sotto la forma (ax-t-fiy) 
-^(tx-ì-ty)*. È sempre possibile? Vi sono più soluzioni? 

6°, Mettere Ax i -h3Bx t y-^3Cxy i ~hDy i sotto la forma 

(««-+• pyf-*-[yx-*-Syy. 
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mmCAHOHB DELLE EORHl'LE d’aLOEBRA. 


Condizione d'identità di dae polinomi» 

194. Per verificare una formula d’ Algebra bisogna 
dimostrare la eguaglianza di due espressioni algebriche. 
Premettiamo un teorema molto importante che può ser- 
vire di guida nel risolvere questo genere di questioni. 

Teorema. Due polinomi interi e razionali che con- 
tengono un numero qualunque di lettere arbitrarie , e 
indipendenti V una dall'altra, non possono essere eguali 
se non sono composti identicamente delti stessi termini ., 
Consideriamo prima due polinomi che contengono 
una sola lettera indeterminata, rapporto alla quale li 
supporremo ordinati. Siano questi polinomi 

(1) Px m +P i x m - l ~j-P i x m - t ~h .... -\-P n _ i x-i-P m , 

(2) Qx H -h QiX n ~ l -h QìX n ~*-+- .... Q n y 

dove P, jP § , . . . . P mt Q , Qi , . . . . Q n sono numeri deter- 
minati. 

Se i due polinomi (1) e (2) devono essere eguali, 
qualunque sia x, saranno eguali anche per x=o, e 
quindi dovrà essere P m =Q n . Sopprimendo questi due 
termini comuni, i resti dovranno essere eguali, e divi- 
dendoli ambedue per x, si dovranno avere quozienti 
eguali, e quindi 

Px m ~ i ~\-P i x m ~ ì -\-,...- s rP n _ i = Qx n ~'-h 
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Ponendo x = o, nei due membri di questa equazione, si 
vedrà egualmente che deve essere Sop- 

primendo questi termini comuni e dividendo il risultato 
per x , si trova 

Px m ~'-i~P l x m - t ~h....+P rn _, = Q x ’'-*+Q l x n -*+....-+-Q n _» 

onde concluderemo />„_,= e cosi continuando, 
vedremo che i termini dovranno essere nei due polinomi 
li stessi e nello stesso numero. 

Osservazione. Si potrebbe obiettare alla dimostra- 
zione precedente, che dopo avere diviso per x i due po- 
linomi eguali, non si può più (43) supporre x=zo nel 
risultato. Ma poiché si può attribuire a x ogni altro va- 
lore piccolo quanto si vuole , sarà sempre vero che i ter- 
mini indipendenti da questa lettera non possono differire 
1’ uno dall’ altro. 

195*. Una dimostrazione, alla quale non può farsi 
l’obiezione precedente, si fonda sul seguente 

Teorema. Un polinomio intero e razionale, d\ 
grado m rapporto a una lettera x , non può annullarsi 
per più di m valori differenti di x, senza che i suoi coef- 
ficienti siano tutti eguali a zero. 

Supponiamo che un polinomio P di grado m si an- 
nulli per gli m+i valori della lettera ordinatrice x , 

% .... o m +t • 

Avremo che (147) P dovrà essere divisibile per i bino- 
mi primi 

iZ— fli , , SP-— Qj .... 3^— , 

e quindi anche per il loro prodotto (152*) che è un poli- 
nomio di grado m- 1-1, e questo è evidentemente impos- 
sibile , se P non ha eguali a zero tutti i suoi coefficienti. 
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196*. Se abbiamo 

Px"- J rP i X m ~ l - J r .... Qx"-\- QiX"~ i -h . , , ,~hQ n , 

qualunque sia x; sarà 

( P n — Q nK ( Pn-i—Qn-JxMP*-- Q n ^)x\...~hPX m =0 

ossia un polinomio di grado m dovrà annullarsi per un 
numero infinito di valori di x; dunque (195*) tutti i 
coefficienti dovranno essere nulli, e avremo 

P m — Qn 1 ^m-1 Q n— 1 • • • • 

197. Per dimostrare il teorema nel caso in cui i 
due polinomi contengono un numero qualunque di va- 
riabili, basta provare che, se la proposizione è vera per 
due polinomi che contengono n lettere arbitrarie, sarà 
vera anche per due polinomi che ne contengono n+1. 
Consideriamo due polinomi che contengono n-hl let- 
tere x, y, *, u, v , . . . . p; ordiniamoli ambedue rapporto 
a una di queste lettere, per esempio rapporto ad x: pren- 
deranno la forma.* 

(1) A 0 x m -{-AiX m ~ i ~hAìX m *~f~ .... 

(2) B*x n ~h BiX n ~' ■+• B 1 x n ~ ì -*r . . . ~+-B n , 

ove A a , B 0 , Bi ì ....B k contengono sol- 

tanto le n variabili y, z, u....p; ma i polinomi (1) 
e (2) sono eguali, qualunque sia x, dunque dovrà essere 

(3) m = n f Ao — Bo, = 

ora il teorema è ammesso per il caso di n lettere variabili; 
e quindi affinchè siano verificate le equazioni (3), i po- 
linomi A» e B , , Ai e Bi . . . . dovranno essere composti 
dei medesimi termini, e per conseguenza, i polino- 
mi (1) e (2) devono essere identicamente li stessi. 
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Verificazione della eguaglianza di due expreisioni 
algebriche» 


198. Dal teorema precedente si deduce che per ve- 
rificare una equazione tra differenti quantità arbitrarie, 
basta farne sparire tutti i denominatori e i radicali, e 
assicurarsi che i due membri sono composti identica- 
mente di termini eguali. Se questo non fosse, si potrebbe 
affermare che l’eguaglianza proposta non è esatta per 
tutti i valori delle lettere che contiene. 

199. Quando una eguaglianza dev’essere sodisfatta 
in forza di relazioni tra le lettere in essa contenute, per 
verificarla bisogna esprimere per mezzo di queste re- 
lazioni un certo numero di lettere in funzione di quelle 
che si possono riguardare come arbitrarie, e sostituire 
questi valori nell’ equazione proposta, che rientrerà così 
nel caso precedente. 


Applicazione ad alenai problemi. 


Problema 1°. Esaminare se quando si hanno le 
equazioni 


( 1 ) 

( 2 ) 



è verificata anche la seguente : 

(3) ccjC.-f-rriyi = o. 

Si deduce dalle equazioni (1) e (2) 


w 


Y = c l — 


CCi 

y* 


ci(y*— c) 


7t 
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(5) 


CiC, 

yi==Ct -±, 


e, sostituendo, nella (5), a y il suo valore dato dalla (4), 

— cc t 


( 6 ) 


7i ; 


r— c 


Ponendo nella (3) i valori di y e y, dati dalla (4) e 
dalla (6), si ottiene 

ci(r,— c)cc a y, 

7i(r*— c) 


cc i c l ■ 


0 , 


che diviene una identità, sopprimendo il fattore y t (y* — e) 
comune al numeratore e al denominatore del secondo 
termine. 

Problema 2°. Esaminare se la equazione 

ac— db a-j-b-hc-hd 

' a — b — d-+-c 4 ’ 


è verificata quando esiste la relazione 

ad — bc ac—bd 

{ ) a—b — c-td ~ a—b-d+c ' 

Seguendo il metodo indicato (199) bisogna dedurre 
dalia eguaglianza (2) il valore di una lettera, e sosti- 
tuirlo nella (1) che deve allora divenire identica. 
Mandando via i denominatori dalla (2), abbiamo 

a'd-ad(b+d—c)—bca+bc(b-\-d—c) 

= o*c — abd — ac(p-hc — d)+bd(b-hc — d), 

e riunendo i termini con a e riducendo, 

(3) a\d — c)-t-o(c*— d)-h6(d*— c*) = o, 

e dividendo per d—e 

a*— &*_ o(c-f-d)+6(c+d) = o, 
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che può scriversi 

(4) a*— 6 *h-( 6— a)(<H-<2) = o, 


e dividendo per a— b , 

o+6 — c—d — o, 


cioè 


a = c-hd — b. 


Sostituendo questo valore di a nella eguaglianza (1), si ha 

c*-hcd — cb — bd 2c-f 2d 

2c — 26 4 ’ 


e mandando via i denominatori 

k(c'-hcd — cb—bd) = (2c— 2ò)(2c+-2c?), 

che è una identità. 

Osservazione. Abbiamo soppresso nelle equazio- 
ni (3) e (4) i fattori a—b e d—c; il risultato non può 
dunque ammettersi altro che quando queste due diffe- 
renze non sono nulle. Difatti, può verificarsi che per 
a z=b la (2) diviene identica, e quindi non esprime al- 
cuna relazione tra le lettere che contiene. 


Eserciti, 


i°. Verificare che 

® s -t-y* = uM-v* , 

é sodisfatta quando esistono le relazioni 

a-J-y-J-u-i-o = 2, xy—uv = 2 — 2(u-+-t>). 

2°. Verificare che si ha la proporzione 
a : b : : c : d, 


se 


112 

0 - 1-0 = 26 , = — . 

ode 
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' 3°. Verificare che ii volume di un segmento sferico a 

due basi — - — I è la differenza di due segmenti 

a una base, che hanno per raggi delle basi R e r, cioè che 
è eguale a 



irH'R' 

2 



nh’r * 
2 * 


R' e h! sodisfacendo alle condizioni che la geometria indica 
con facilità: 

JET — h! = H, p' = R'+(p-H')*, p* = r*H-(p-h')*, 

essendo p il raggio della sfera. 

4°. Verificare che 

\/ Aa-+-\/ Bb- f-<y/ Dd — ^/[A-{~B~^- C-t-Dj(ci-hb-hc-i-d). 
Se 

A:a :: B:b :: C:c :: D:d. 


8°. Rappresentando con S m la somma dei primi m tèr- 
mini di una progressione per quoziente, che ha q per ragio- 
ne, la somma dei prodotti due a due di questi m primi ter- 
mini è 

- q A S m S m _,. 

q-+-l m “ 1 

6°. Dimostrare che, nella serie 1, 2, 3, 8, 8, 13... nella 
quale ciascun termine è eguale alla somma dei due prece- 
denti, la differenza tra il quadrato d’un termine e il prodotto 
dei due che lo comprendono è eguale, in valore assoluto, 
all’ unità. 

7°. ' j/h? _ y-i 3 ' 

X — x * — OC 

è conseguenza di 

8°. Le equazioni 

= i, = o, 

«-i+po+y* - i f = o , 

= 1 , = 0 , 

16 
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— 1 , fa+py+py — o , 

p'+p'-i-p* — i , «7-t- a y -t-«y = o, 

7*H-7 , *-+-/* - 1 , ap+otp-i+rp 1 = 0 , 

a. t a!*ct." i -{-p i p t p li -i-yyy i — u l (ì-y*-t-a' i p t y ,, -{-a."*p l *y"*' 

9°. L’equazione 

1 1 _ 1 1 

a-t-a; x-hb x-ha 1 x-hb 1 ’ 

non può essere verificata, qualunque sia x, altro che se et e V 
sono rispettivamente eguali ad a e a 6. 

10°. L’equazione 

a _ a’ 

(6-f-af-t-a* ~ (i'+r) ! +a" ’ 

non può essere verificata, qualunque sia x, se non è a = a’ 
b = V. 

il®. Le equazioni 

at^H-òc = Py , pp-i-bb’ = a,e t , 

o’ai-t-ò'c’ = jsy, = a l b t , 

danno 

a A c i = aa'a t -i-bbb l -hcc'c l -ha'bc-hab'c'. 
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CAPITOLO XVIII. 

IOPBA I.B ESPRESSIONI IHiSIMBIB. 


Definizioni e notazioni» 


200. La risoluzione delle equazioni di secondo grado 
conduce, in alcuni casi (92), ad espressioni che non hanno 
alcun valore numerico, e contengono l’ indicazione di 
operazioni che non si possono effettuare. Sono state am- 
messe nell’ algebra queste espressioni imaginarie , per 
conservare alle teorie la generalità che è propria di 
questa scienza. Abbiamo veduto, per esempio, che am- 
mettendole si possono enunciare senza restrizione alcuni 
teoremi, come i seguenti: 

Ogni equazione di secondo grado ha due radici. 

In ogni equazione di secondo grado della forma 
a?-+-px+q — o, la somma delle radici è eguale al coef- 
ficiente del secondo termine, preso con segno contrario, 
a il loro prodotto al termine tutto cognito. 

L’ utile che ne abbiamo in questo caso è ben pic- 
colo, ma diviene molto grande nella teorica generale 
delle equazioni. 

201*. Per mezzo dell’ espressioni imaginarie si di- 
mostrano con molta semplicità alcune formule algebri- 
che. Il principio che serve di fondamento a queste di- 
mostrazioni è il seguente: quando siamo certi che due 
serie di operazioni differenti, effettuate sopra espressioni 
Imaginarie, debbono dare resultati identici, sena pos- 
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sono dedurre due formule, eguagliando tra loro le parti 
reali e le imaginarie dei medesimi resultati. 

Le espressioni imaginarie possono anche servire 
utilmente nella soluzione di alcuni problemi. Per inten- . 
dere come questo possa accadere, basta riflettere che, 
molte volte , per risolvere un problema , torna comodo 
introdurre nel calcolo una o più incognite ausiliari, 
che rappresentano grandezze, l’ esistenza delle quali non 
è per niente necessaria perchè possano esistere le inco- 
gnite principali, cioè le quantità che si vogliono deter- 
minare. Se per le incognite ausiliarie si trovano valori 
imaginari, cioè se non esistono, non ne segue che il 
problema sia impossibile, e potremo valerci delle espres- 
sioni imaginarie trovate per quelle, come mezzo ana- 
litico per ottenere i valori reali delle incognite principali. 

202. Si chiama numero imaginario una espressione 
della forma y/—k, dove k indica un numero reale po- 
sitivo ; si chiama espressione imaginaria o n umero 
complesso, una espressione della forma a- f-\/ — k, dove a 
è un numero reale qualunque e A un numero reale posi- 
tivo. Un numero imaginario si riguarda come un nu- 
m ero complesso, in cui la parte reale è eguale a zero. 
y/—k non è un numero nel significato ordinario di 
potere rappresentare la misura di una grandezza; ma 
se ne può utilmente fare uso nei calcoli, colla condizione 
che al suo quadrato si sostituisca — L Applicando inoltre 
ai numeri complessi tutte le regole dimostrate general- 
mente per i numeri reali, le operazioni relative a questi 
numeri saranno sufficiente mente definite e daranno sem- 
pre, come vedremo, risultati della loro forma. 

203. —k, essendo negativo, può essere rappresen- 
talo da un quadrato preso con segno contrario, — ò*; 
il tipo di un numero complesso diviene allora 

a-h\/—b* % 
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che suole scriversi 

a+by C). 

Osservazione. Si sostituisce a \/^F l’ espressio- 
ne b\/ — 1 , per la convenzione che abbiamo fatta di appli- 
care ai numeri imaginari tutte le regole dimostrate per 
i numeri reali. — 6* può essere considerato come il pro- 
dotto ò*X(— 1) e, per una regola dimostrata general- 
mente per i numeri reali, si può fare escire il fattore b* 
di sotto il radicale. 

204. Qualunque siano i numeri reali a e b, il nu- 
mero complesso 

a-i-òy/— ì 

è radice di una equazione di secondo grado 
(x—ay+b* = o. 

La seconda radice di questa equazione è, come s* 
vede facilmente, 

a—b \ / — li 

a+by/^i e a— by/^ì si dicono numeri complessi con- 
iugati: essi godono (95) la proprietà di avere una som- 
ma reale 2 a e un prodotto reale o*-+-ò*, il quale si chia- 
ma anche norma dei due numeri complessi. 


Potenze di y/ — 1. 


205. Nei calcoli che si effettuano sopra le espres- 
sioni della forma a+6y/— 5, si applicano (202) a queste 
espressioni tutte le regole del calcolo algebrico, operando 

(*) Nelli Teprica dei numeri ti dimostr a ch e le espressioni imaginaric, 
nelle quali la parte reale e il coefficiente di V — 1 sono numeri interi, godono 
proprietà analoghe a quelle dei numeri interi reali] k per questo che si chiamano 
numeri. (T.J. 


Digitized by Google 


230 TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

come se y /— T fosse un numero. Alcuni geometri rappre- 
sentano questo simbolo con una lettera i, e nei risultati 
sostituiscono — 1 a *'*: in questo modo restano determi- 
nale le potenze successive di * o y/~i. 

= * s = »*X* = — V/-T, 

(v/=ì)*=<‘ = (.*)*= 1, 

(V/=1) 5 = = t*X» = « =V / =1, 


e cosi di seguito. In generale , indicando con n un nu- 


mero intero, si ha 


(V~i )" = 



= *‘"X* = V 


= i kH Xi*=- 

( V /=4)‘’H J 

= * u x t s =- 


Tutte queste convenzioni sono necessarie per potere ap- 
plicare nel calcolo dei numeri complessi le regole gene- 
rali relative ai numeri reali. Esse ci permettono di di- 
mostrare il seguente teorema, la molta importanza del 
quale è evidente per quello che abbiamo detto (201*). 


Prodotto dei numeri compiesti. 

206. Teorema 1°. Effettuando colle regole della 
moltiplicazione algebrica il prodotto di più numeri 
complessi' 

(o,h- b t \Z=i), (a i +b ì \/=i)....(a n -hb K y/=ì) r 

e sostituendo alle potenze di y/~\. i valori dati di so- 
pra, qualunque sia V ordine col quale si opera , il ri- 
sultato sarà identicamente lo stesso, cioè si otterrà sem- 
pre la stessa parte reale e lo stesso coefficiente di y/^i. 

Infatti, ponendo * invece di y /— i e moltiplicando, 
i risultati saranno identici qualunque sia l’ ordine con cui 



CAPITOLO XVIII. 


231 


si effettuano le moltiplicazioni successive, e i coefficienti 
delle diverse potenze di i avranno in tutti i casi lo stesso 
valore. Dunque se nei polinomi identici che si ottengo- 
no, alle potenze di i si sostituiscono i valori dati di so- 
pra, cioè 1 a t 4 ", \/— i a —1 a i‘ n+ * e — \/~\ 
a i 4 " - ** 5 , i resultati non potranno essere differenti; ora è 
lo stesso sostituire, soltanto alla fine del calcolo, a ogni 
potenza di i il suo valore, o fare successivamente le so- 
stituzioni dopo ogni operazione parziale, perchè queste 
operazioni si riducono tutte a sostituire — 1 a due fattori 
eguali ad «, e poco importa che si facciano tutte queste 
sostituzioni in una sola volta o successivamente. 

207. Daremo subito un’applicazione del teorema 
precedente. 

Consideriamo il prodotto 

P — {a+b\/^)(c-pd\/^i){a—b\/^T){c—d\/^T) ; 
moltiplicando i primi due fattori , si trova 
(a+òv^— -*X C +^V— t) — (ac — bd)+{ad+bc)\/^i , 

9 

e moltiplicando i due ultimi, 

(a— b\/— i)(c — dy/~ i) = (ac-bd)—(ad-hbc)\/—i ; 
di modo che , 

P = [iac—bd)-\~{ad- 1 rbc)\/~-l\\ac—bd) — {ad-hbc)^/ — ij, 
ossia, effettuando il prodotto, 

P — {ac— bd)'^{ad+ bc)'. 

Moltiplicando poi il primo fattore per il terzo, e il se- 
condo per il quarto, si ha 

(a-pb\f^T){a— b \/— i ) = o*-f-è*, 

(c-f dv'— I)(c— cV—ì) = c'-pd' ; 
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dunque 

P = (a'-hb*)(c'+d'), 

e quindi 

(o , 4-6’)(c’+d') = (ac—bd)'+(ad+bc)\ 

formula che è facilissimo verificare direttamente. 

208*. Teorema 2°. Due prodotti di numeri com- 
plessi coniugati sono coniugati. 

Rappresentando \/— ì con i, sia 

P-hQi — (a-t-bi)(c+di ) .... 

Se poniamo in ciascun fattore — * invece d’ i, ri- 
sulterà nel prodotto mutato soltanto il segno alle po- 
tenze dispari d’ t, e sostituendo alle potenze d ’ i i loro 
valori, la parte reale, che resulta dai coefficienti delle 
potenze pari, sarà la stessa, e il coefficiente di \/^ i, 
che resulta dai coefficienti delle potenze dispari, sarà 
soltanto mutato di segno; onde avremo 

P — Qi =(a—bi)(c—di ) .... 


Introduzione deUe funzioni trigonometriche 
nelle etpressioni imaginarie. 


209. Le espressioni imaginarie possono porsi sotto 
una forma particolare che rende spesso più semplici i 
calcoli ai quali si devono sottoporre. 

Sia l’ espressione imaginaria 

a-hb\/^i ; 

ponendo 

(1) 0=pCOS<p, 

(2) 6 = psen<j>, 

si potrà, qualunque siano a e b, trovare per p un valore 
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positivo e per p un valore minore di 2*, che sodisfac- 
ciano a queste due equazioni: basterà prendere 

(3) p* — 

(4) tang <p = ~. 


\ 


Difatti le equazioni (3) e (4) si deducono da (1) e (2) 
sommando i loro quadrati, e dividendo membro a mem- 
bro. Reciprocamente, se p e p avranno i valori dati dalle 
equazioni (3) e (4), avremo 


cos p= 


=*=V 1-Hang*p 


sen p = 


tangp 


0-5 




a 


^X/l+liiDgr p 


0-5 




e sostituendo p a s/a'+b'. 


cioè 


a 

cos p = , 

—P 


sen p =. 


b 

rtp 


1 


a= db p cos p, 6 = =±r p sen <j>, 


che coincideranno colle equazioni (1) e (2), prendendo 

per p quello dei due angoli che avendo per tangente — , 

ha il suo seno dello stesso segno di b. 

Da questo si deduce, che un’espressione imagina- 
ria può sempre porsi sotto la forma 

p (cos p -+• y'— 1 • sen 9>)* 
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e non può ridursi alla medesima altro che iu uu sol modo 
(p dovendo essere positivo e <$><^2*). 

p si chiama il modulo, e p l’argomento di questa 
espressione imaginaria. 


Espressione della posizione di un punto in un Piano 
per mezzo di un numero complesso. 


il 



7 ~E 


210*. La posizione di un punto sopra una linea è 
determinata dalla misura della sua distanza da un punto 
Osso della medesima, la quale è data da un numero, 
che si prende positivo se la distanza è misurata da si- 
nistra a destra, negativo se da destra a sinistra (83): in 
guisa che un numero reale, positivo o negativo, può 
esprimere la posizione di un punto sopra una linea. 

La posizione di un punto M in un Piano, è deter- 
minata dalla misura p della sua distanza PM da un punto 
fisso P che suol chiamarsi polo, e dalla misura <{> del- 
l’ angolo MPD che PM fa con una retta fissa PB ; onde, 
facendo la convenzione che il modulo esprima il raggio 
vettore PM, l’argomento 1’ angolo polare MPB , un nu- 
mero complesso p(cos p -f \/— i sen p) potrà esprimere 
la posizione di un punto in un Piano. 


Addizione e sottrazione dei numeri complessi» 

21 1*. Si debba fare 1* addizione dei due numeri com- 
plessi 

p(cos <j> -l- y/^À sen p), 
p'(eos <p' -f. y /~ ! sen p'), 
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cioè, si debbano determinare il modulo P e l’argo- 
mento $ della espressione 

p cos <f> 4- p' cos <p' -f- (p sen <p-f-p' sen <p'). 


Per questo dovremo porre (209) 

(1) P* = (p cos <?> -h p' cos <p ')* -+- (p sen <p -+- p sen 

/nv . (Tl p sen <j> -f- p' sen p' 

(2) tang $ =— ‘l il . 

, ' pcoso-f-p COS<p 


Facendo i quadrati e riducendo colle note formule tri- 
gonometriche, la equazione (1) diviene 

(3) P* = p* -+- p'* -}- 2p p' cos (<f>— <p'). 


212*. Determiniamo la relazione che passa tra i 
punti M ed N rappresentati dagli addendi e il punto R 
rappresentato dalla somma 


/? 



A P D 

avremo 

MP — p, <p — MPB, NP = p\ NPB = <p\ 

Facciamo il parallellogrammo PMRN sulle due 
rette PM e PJY: avremo 

PR' = PM'-hÀm'—^PMX^R cos PMR; 
ma 

PM—p MR = PN= p', 

PMR = n—MPN , MPN = MPB—NPB = <?-<?>', 
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onde 

PMR = n— (9-9'), 
cos PMR = — cos (9— 9) , 

e quindi 

P/i* = p*-f- p'* -t- 2pp' cos ( 9—9 ') ; 


e per la equazione (3), poiché PR e P devono essere 
ambedue positivi (209), 


<*> 


PR — P. 


Abbiamo inoltre 


PM _ sen MRP _ sen RPN 
MR ~ sen MPR sen MPR ’ 


ma 

RPN = RPB -t j>', 

- 

RPM — <p — RPB , 

onde 

p sen (RPB— p') 

p sen (9— RPB) 

ossia 



p(sen 9 cos RPB — sen RPB cos 9) 

= p'(sen RPB cos 9' — sen 9' cos RPB). 

Dividendo per cos RPB, e ricavando il valore di 
sen RPB _ t RpB 8Ì ha 
cos RPB 


tang RPB = 


p sen p-h p sen 9' . 
p cos 9+p'cos9' ’ 


e confrontando colla (2), poiché tanto RPB quanto $ 
devono essere minori di 2»r (209), si rileva 

(5) RPB = <t>. 

Dalle equazioni (4) e (5) si deduce che il punto rap- 
presentato dalla somma di due numeri complessi è il 
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vertice, opposto al Polo, del parallellogrammo costruito 
sopra i raggi che vanno dal Polo ai punti rappresentati 
dagli addendi. 

213*. Osservazione I. Se le forze si rappresentano, 
come si fa in meccanica, con linee rette, è chiaro che 
si potranno esprimere con numeri complessi ; il mo- 
dulo ne indicherà l’intensità, 1’ argomento la direzione, 
e avremo che 1’ addizione dei numeri complessi cor- 
risponderà esattamente alla composizione delle forze 
espresse dai medesimi. 

214*. Osservazione II. Il modulo della somma di 
due numeri complessi potendo rappresentare la lun- 
ghezza di un lato di un triangolo di cui gli altri due sono 
i moduli degli addendi, è evidente che dovrà essere mi- 
nore della somma di questi e maggiore della differenza. 

215*. Per fare la sottrazione di un numero complesso 
da un altro bisogna, seguendo la regola dei numeri reali, 
cangiare il segno al numero da sottrarsi e poi fare l’ad- 
dizione. Dovendo sottrarre 

p'(cos <p'-h\/^ì sen <j>') 
da 

p (cos sen <j >), 

bisogna cangiare il segno al primo e poi sommarli. Ora, 
il segno è cangiato ponendo tp'-ì-n in luogo di <p\ Dunque 
per avere il punto rappresentato dalla differenza di due 
numeri complessi è evidente che basterà portare il punte 
rappresentato dal numero da sottrarsi a una stessa di- 
stanza da P in senso opposto , e comporre poi il paral- 
lellogrammo come nell’ addizione. 
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Moltiplicazione e divisione dei numeri complessi» 


216. SI debbano moltiplicare i due numeri com 
plessi 

p(cos p-h-v/— sen p), 
p'(cos p'+v/— i sen 9)- 

Effettuando il prodotto e sostituendo — 1 al quadrato 
di x/^i, si trova 

pp'[cos y cos y'— sen y sen y'-4-/v/^ì(cos y sen y'-i-sen y cos y')] 
= pp' [cos(y-hy')-4--v/~T sen (y-4-y’)j; 


quindi, per moltiplicare tra loro due numeri complessi, 
bisogna moltiplicare i moduli e sommare gli argomenti. 

La regola precedente permette, evidentemente, di 
fare il prodotto di quanti si vogliano numeri complessi. 

217*. Per avere la posizione di un punto rappresen- 
tato da un numero complesso, dopo che ha rotato per 
un angolo p intorno al polo, basta moltiplicare il nu- 
mero complesso per cos p -t- i sen p. La moltiplicazione 
corrisponde a una rotazione intorno al Polo. 

218. Per dividere due numeri complessi, uno per 
l’ altro, basta dividere i moduli e sottrarre gli argomen- 
ti, poiché si ha 


p(cos p-f-\/— i sen p) 
p'(cos p'-j-y'—i sen p' 


=-A-[ c os(p— p'J-f-'V/— i sen (p 
P 


9';]- 


Questa eguaglianza diviene evidente mandando via il de- 
nominatore, ed effettuando la moltiplicazione nel secondo 
membro colla regola data (216). 

È evidente che la divisione corrisponde a una rota- 
zione in senso contrario a quello che corrisponde alla 
moltiplicazione. 
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Potenze di un numero complesso. 


219. Supponendo i numeri complessi tutti eguali 
tra loro, i teoremi precedenti provano che 

La potenza intera di un numero complesso ha per 
modulo la potenza corrispondente del modulo, e per 
argomento il prodotto dell ' argomento per V indice 
della potenza. Così avremo 

(1) [p(cos<p +V— t sen <j>)]”=p m (cos mp- fV^ìsen mp). 

Questa formula, importantissima nell’Analisi, si 
estende anche al caso in cui m rappresenta un numero 
frazionario o negativo. 

Primieramente supponiamo sostituito -i,ad m, es- 

m 

sendo mi intero: si dovrà dimostrare che 

<2) [p(cos<p +• v/=I sen <?)]"'= p™ (cos -f- sen . 

Per verificare questa eguaglianza, inalziamo i due mem- 
bri alla potenza m'; il primo darà evidentemente per 
risultato 

p(cos p-h\/— i sen <p), 

e la regola data per le potenze intere mostra che dà lo 
stesso risultato anche il secondo. 

Osservazione. Dati coso e sen p, cos — e sen — 

m m 

non sono completamente determinati, e possono avere 
(vedi Trigonometria ) più valori differenti. Ne risultano 
anche valori differenti per P espressione 

I 

[p (cos p-h\/=i sen <p)]^, 
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la discussione dei quali sarà fatta nella teorica delle 
equazioni. 

220. Se consideriamo ora il caso in cui all’ espo- 
nente m sia sostituito —, bisogna dimostrare che 

n 

(3) [p(cos ? -f-V^sen y)j* = p" (eoa ~ * sen 


Inalzare una espressione alla potenza — vuol dire (35) 

prenderne la radice n ,,Una e inalzare il resultato alla po- 
tenza m ‘“ ma ; ora le formule (1) e (2) permettono di fare 
successivamente queste due operazioni, e cosi siamo con- 
dotti alla formula (3). 

221. Supponiamo finalmente che m abbia un valore 
negativo — tri; bisogna dimostrare che 

[p(cos i sen <j>)]~“' 

= p~ m '(cos — m'<p +\/~ ì sen— m’<p) ; 

per questo osserviamo che, secondo una definizione (37), 

- 4 

0(cos p+y'—i sen — — = —, 

[p(cos -ì 8en p)] ' 

ora 

1 1 

[p(cos <t >-+-\/— I sen p)]’"' p”'(cos m’<p- 'ry/'—i sen m'<p) ’ 

ma abbiamo 

1 cosO-4-y/^ l s enO 

p™'(cos sen m'p) p m '(cos^n'p-i~\/ := ìsen»l'p) , 

=p _m (cos— m'<p+\/— ì sen-m'p), 

che è quello che volevamo dimostrare. , I 

222. Indicheremo alcune applicazioni delle formule 
precedenti. 
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t\à 


Teorema. Ogni trinomio della forma 

è decomponìbile in due fattori reali di secondo grado. 
Distingueremo due casi: 

1*. Supponiamo che l’ equazione di secondo grado 
z?-i-pz-\-q = o 

abbia due radici reali « e /3 ; avremo (97) 
z'+pz+q = (s— a){z— /3). 

e quindi 

ar*-f -px*+q — (x'~ /3) 

2°. Supponiamo che l’ equazione 
z'+pz+q = o 

abbia due radici imaginarie, x-h(Z\/^ì, «— /Sy'^T; 
sarà 

z'+px+q = (*—«.— (ì\/^i)(z—x+(i\/^ì) t 
e quindi 

(1) x'-hpx*-+-q = (x'—a.—fi « 4/3 V/”*)' 

L’equazione (1) può scriversi; 

x K -\-px i -^-q 

= ){«— v'a^yCTfJfx-I-Y/ 3 ' — PV” 1 J 

(* — \/«-fV=T). 

e ponendo 

a+^v/^I = p(cos +- v/— — ^ sen p ) , 
a — /3v/-i = p(cos p —\Z^i sen p) , 
onde (219) 

V/«+/3v— f = V> (cos | + sen |j , 

V'«-/3-/-i = v/p (cos | — V-l sen |) , 

16 
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ar‘-+-p.r ! -+-q 

= | H-v / — T sen |) j [(x-h</p{cos | sen |)J 

[(*~\/p(c° s | sen |)J [^(jfH-v'pfcos | — sen |)J ; 

ossia, moltiplicando tra loro il primo col terzo fattore, e il 
secondo col quarto, che evidentemente sono coniugati 

x'-^-px'-k-q 

= [(«-VP cos ?)*-+- P sen* | J c°s |)*-hp sen* |J , 


e il trinomio cosi rimane decomposto in due fattori reali 
di secondo grado. 

Problema. Esprimere cos mp e sen mp per mezzo 
di cos p e di sen p. 

Abbiamo 

(cos p sen <j>)" = cos mp f-y^i sen mp; 

svolgendo il primo membro colla formula del binomio(165) 
ed eguagliando il risultato al secondo membro, cioè, 
scrivendo che le parli reali sono eguali tra loro, come 
pure i coefficienti di \/^T, otterremo 


cos mp—coip- 




cos p sen p 


+ m( m-Wm-Wm-i) cos ._, p ^ 

1 . 2 . 0.4 


sen m?=m cos f sen f 


m(m— l)fm -2) 


1 . 2.3 


cos 


? sen*f-i-. k . 


1 1 

Problema. Esprimere x m -+■ — per x-t--. 
Poniamo 

x — = 2 cos p ; 
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se ae trae 

x = cos <p+v / — * sen <f > , 

— = cos <p — \/~—i sen 

OC 

e quindi 

1 

-t- —jn — 2 cos mp , 

OC 

10 guisa che la formula che dà cosm<}> per cos<p, darà 

11 modo di calcolare x m 4 - -4, per mezzo di x -h — . 

x x 

Osservazione. Per ottenere la formula richiesta, 
abbiamo supposto che x abbia un valore immaginario 

x = cos <p-t-V'— 1 »cn ; 

il risultato sarà esatto per un valore reale qualunque 
di x? Per dimostrare che la formula è generale, biso- 
gna osservare che, quando sono stati mandati via i de- 
nominatori, è di grado 2 m, e sarà dimostralo nella teorica 
delie equazioni, che deve essere identica, se è verificata 
per più di 2 m valori reali 0 imaginari della variabile. 

Problema*. Spezzare in due quadrati di numeri 
interi l’ espressione 

y r • . . . , 

nella quale a, b, a', b' . . . . , m, m\ . .. sono numeri in- 
teri. 

Sieno a;*, y*, i due quadrati, sì dovrà avere 
(1) x*+y* = (a , +ù , r(o”4-ù’ , ) m '(a" , H-ù'T' •••• 

Poiché 

x*+y' = (x+ yxT^Vjix — y\Z^i ) , 

a'-hb* = (a +- ùv/^)(a — ù V'— ì) , 

«'*-+-6'* = (a'H-ù'v^ì)(a'-ùV- 1 ) , 
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l’equazione (1) prende la forma 

( 2 ) (x+y^i){x— yV^) 

= (a+V— V— 1 f (a'-H ò V— l)*’- « 

Ponendo 

(3j £-l-2/\/— 1 

= (a-4-6y'~ V^f“V+tV^)V— 
sarà (208*) 

(4) x-y^/ZTT 

= (a - &v/-l) p (a+ V-l)"' V~&V— i/V+àV-ir'''-. 

Moltiplicando tra loro le equazioni (3) e (4), si ottiene 
la (2), che sarà sodisfatta dai medesimi valori che so- 
disfano a queste. 

Ora effettuando, nella equazione (3) o nella (4) che 
n’ è una conseguenza, le potenze e i prodotti indicati nel 
secondo membro, ed eguagliando la parte reale alla 
reale e il coefficiente di y/^i al coefficiente di y /~ i del 
primo membro, si ricavano un valore intero per x e uno 
per y, che formeranno una delle soluzioni cercate. 

Il valore di p potrà scegliersi a piacere tra i nu- 
meri 0, 1, 2,...., m; quello di p' tra i numeri 0, 1, 
2, .. . ., m', e cosi degli altri. 


E»erci*i% 


1°. Dimostrare, senza valersi delle espressioni trigono- 
metriche, che \Za+bx /- 1 è della forma p-hq x /ZTf. 

2°. Trovare le radici reali o imaginarie dell* equazione 


* * y ì 

2x\/x — 3ar-t/ - = 20, 


3°. Se n è un numero dispari primo con 3, [x-\-y f — x * — y" 
si annulla per x = y ^ • 
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4°. Risolvere l’equazione 

X 9 — 2x 5 COS y-M = 0. 

tt°. Quali sono i numeri complessi che hanno reale la 
potenza 

6°. Trovare un numero complesso che abbia il cubo 
eguale all’unità. Ne esistono due, uno dei quali è il quadrato 
dell* altro. 

7°. Rappresentando con oc il numero complesso che ha 
il cubo eguale all’ unità, verificare la formula 

(o-v-6-f-c)(a-t-6a-t-ca , )(a-h6* 4 -i-ca) = a i -\-b'-\-c'—3abc; 

dedurne la dimostrazione dell' ultima formula dell’ esercì 
zio 7° del Capitolo 11. 
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CAPITOLO XIX. 

TEOSICA DBI.LB rnAZIOVl COITIHB. 


Definizione* 


223. Per dare un valore approssimato di un nu- 
mero JV, il modo più semplice è d’ indicarne la parte in- 
tera. Rappresentando con a questa parte intera, il valore 
esatto potrà esprimersi nel modo seguente: 

(1) iV=o + -i, 

- esse-ndo < 1 , e quindi y > 1. 
t/ 

Per dare un valore approssimato di y , si potrà an- 
cora calcolarne la parte intera, e indicandola con b, 
porre 

»=* + 4 ’ 

• 

dove 1. Sostituendo a y questo valore nella espres» 
sione (1), si ottiene 

(2) , N= a - f-J - 

K 

Si potrà egualmente calcolare la parte intera di *, e rap- 
presentandola con c, porre 
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eoa »>1. Questo valore di », sostituito nella (2), dà 

(3) *=« + - r 

6 + T 

<M • 

u 


Sostituendo egualmente ad u la sua parte intera d au- 
mentata di — , si avrà 
v 


(4) 


y = a + 


b + 


d -+- — » 

1 f) 


e cosi potremo continuare indefinitamente, a meno che 
uno dei numeri y, s, u, »,.... non sia intero, e allora 
l’ operazione si arresterà, dando per il valore di N una 
espressione che dicesi frazione continua. 

224. Anche quando le operazioni del paragrafo pre- 
cedente non hanno mai termine, l’ equazioni (1), (2), 
(3), (4).... sono rigorosamente esatte. Ma se vi trascuriamo 

le frazioni — , —, —, — che sono minori del- 
y s u v 

l’unità, divengono approssimate, e danno per y una 
serie di valori approssimati, che si dicono ridotte. 

I numeri b, c, d, ... che sono le parti intere dei 
denominatori successivi y, s, u, ....si chiamano quo- 
zienti incompleti. y,z,u, .... si dicono quozienti com- 
1 1 1 

pleti, e le frazioni — , —, , . . . . frazioni integranti. 
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trattato elementare d’algebra. 


Teoremi relativi alla rappresentazione dei numeri 
per frazioni continue. 


225. Le ridotte che si ottengono riducendo un nu- 
mero qualunque in frazione continua, godono di note- 
voli proprietà che studieremo in questo capitolo. . 

Teorema 1 # . Il numero N è sempre compreso tra 
due ridotte consecutive , cioè, le ridotte sono alternati- 
vamente maggiori e minori di N. 

Riprendiamo P equazioni (1), (2), (3), (4),.... 

(1) ^=«+7. 

(2) N = a + - r 

* + T’ 

(3) W = a-+- - r 

6+.Ì t- 


( 4 ) 


N — a ~f- 


c + 


d 4-~. 
v 


ec. 


1 


Boichè b è la sola parte intera di y, — è minore 

di e compreso tra 0 e — . Se dunque si sostituiscono 

successivamente nella (1) a — 0 e 4-, gli errori com- 

y b 
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messi saranno in senso inverso, e i resultati ottenuti a 

e a -i- -4- comprenderanno N tra loro. 
b 

Poiché c è la sola parte intera di *, —■ è minore 

di — e compreso tra 0 e Dunque, se nella (2) si 
c c 

1 1 

sostituiscono successivamente 0 e — a — , gli errori com- 

c z 

messi saranno in senso opposto, e i valori ottenuti 


a ~i — r~ 6 a 
o 


comprenderanno N tra loro. 


Poiché d è la sola parte intera di u, ~ è compreso * 
tra Oe-i. Dunque, sostituendo successivamente nella (3) 

4 4 

0 e ~ ad — , gli errori commessi saranno in senso 
d u 

opposto, e i resultati a-f- — e a-K 


6 + — 
c 


1 

1 


comprenderanno N tra loro. 

Si potrebbe continuare indefinitamente, e provare 
così che N è compreso tra due ridotte consecutive qua- 
lunque. 

226. Osservazione 1. Ogni ridotla è compresa tra 
le due che la precedono. 

Infatti, una ridotta qualunque 


a 4- 


b — f- 


r 
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è una frazione continua, il valore della quale, per il teo- 
rema i°, è compreso tra le due ridotte che si ottengono 
arrestandosi ai denominatori p e q : che è precisamente 
quello che volevamo dimostrare. 

227. Osservazione li. Se rappresentiamo le diverse 
ridotte con lunghezze prese sopra una medesima linea 
retta, partendo da un punto O, e se poniamo all’estre- 
mità d’ogni lunghezza la cifra che esprime il numero 
d’ordine della ridotta corrispondente, la linea seguente 
indicherà l’ ordine di grandezza col quale le ridotte si 
succedono : 


4 1 3 k 7 4 i 2 


228. Teorema 2”. Ogni numero commensurabile 
dà origine ad una frazione continua limitata ,• e vice- 
versa, ogni frazione continua limitata rappresenta un 
numero commensurabile. 

Dn numero commensurabile è sempre il rapporto di 
due numeri interi: indichiamolo con Per ridurre ~ 

in frazione continua bisogna (223) estrarne la parte in- 
tera. Sia a questa parte intera, e r il resto della divi- 
sione di A per B, avremo 


A , r 

— — a = o-f 

B B 


(?) 


— corrisponde al numero che di sopra abbiamo indicato 
con y. 

Bisogna quindi (223) trovare la parte intera di y, 
cioè dividere B per r. Sia b il quoziente e r' il resto, sarà 


r (D 
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corrisponde al numero indicato di sopra (223) con z. 

Così seguitando, si vede che il calcolo che dà i numeri 
interi a, b, c , .... è precisamente quello che dovrebbe 
farsi per trovare il massimo eomun divisore di A e B ; 
dunque questo calcolo avrà termine, e quindi la fra- 
zione continua sarà limitata. 

Viceversa, ogni frazione continua limitala rappre- 
senta un numero commensurabile. Infatti, sia 

( 1 ) 

C H : 


dove a, b, e, q, r, sono numeri interi. Le opera- 

zioni del secondo membro possono evidentemente ef- 
fettuarsi con addizioni e divisioni di frazioni; dunque 
daranno per risultato una frazione con termini interi; 
quindi N sarà commensurabile. 

Osservazione. Per effettuare l’ operazioni del se- 
condo membro dell'equazione (1), cominceremo da som- 


mare q con -y , poi divideremo P unità per questa som- 
ma; sommeremo p col quoziente, poi divideremo 1’ unità 
per questa somma, e così di seguito. Almeno questo è 
il procedimento più naturale, e che basta per dimostrare 
il teorema 2°. Ma si può rendere più semplice, come ve- 
dremo studiando la legge di formazione delle ridotte. 
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Legge di formazione delle ridotte. 


229. Data una frazione continua 

i 


x~ a + 


b-+ 


1 


1 


si trova facilmente, per 1* espressione delle prime ridotte, 

a = a, 

1 ab- 4-1 

d — f— — — ■■ • 

b b ’ 


8 + 


1 


abc+a+c 
6<H-1 ’ 

abcd-hcd-\- ad-\-ab-\-\ 
bcd+d-j-b 


c-h 


d 


e si scorge che ciascuna di queste frazioni può formarsi, 
moltiplicando i due termini della precedente per il quo- 
ziente incompleto al quale ci arrestiamo e sommando 
termine a termine la frazione così otienuta con quella 
che precede di due posti. 

Infatti, 

abc +c-ha (aò-+-l)c+o 

bc-h 1 bc-hl ’ 

abcd-f-cd+ad-hab-}-l [(a6-f-i)c-t-a]rf-f-fl6+l 

bed+d-i-b (bc+i)d+b 

Per dimostrare che questa legge di formazione è ge- 
nerale, supponiamo che sia verificata per le prime ri- 
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dotte, fino a quella che corrisponde a un quoziente fi. 
Dimostreremo che si estende anche alla ridotta seguente. 


Sia la ridotta ottenuta arrestandosi al quoziente 


0 P 

incompleto -^7 e p quelle che la precedono, avremo 


secondo la legge ammessa 


R __ Qp+P 
R'~ Q'^P' 


Ma i calcoli, mediante i quali abbiamo verificato che 
la legge vale per le prime ridotte, sono tulli algebrici; i 
quozienti incompleti vi compariscono rappresentati da 
lettere che possono esprimere tanto numeri interi quanto 
numeri frazionari; quindi nel resultalo ottenuto potremo 

sostituire /i-t- a fi; così introdurremo un quoziente di 


più, fi', e avremo la ridotta che viene dopo — n la quale, 

li 


chiamata 


sarà espressa da 


£ — + P — (Qn-4-PW+Q 

s> q '( ft-f. JL) -+-/ y 1 


che è conforme alla legge enunciata. 

230. Osservazione. La dimostrazione precedente 
non suppone che fi' sia intero, quindi si può, nel risul- 
tato ottenuto, sostituire a questo quoziente incompleto il 
quoziente completo corrispondente, che rappresenteremo 
con y. Otterremo cosi il valore esatto del numero stesso 
che è stato ridotto in frazione continua; questo valore è 

a t — p y~*~ Q 
li' y-+-</’ 
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Proprietà delle ridotte. 


231. Teorema 1®. La differenza di due ridotte 
consecutive è una frazione che ha per numeratore l’unità. 

Sieno ~ , ~ , jjr , tre ridotte consecutive; per 

quello che abbiamo dimostrato (229), è 

R _ Qp+ P 
Il Q /x-f- J 0 ' ’ 


ora ai ha identicamente 


Q P QP’-PQ' 

Q' P' Q’P' ’ 

R__Q_ — Qp)-P Q _ QQ'^PQ’-QO’^-P'O 
R' Q' Q'p+P' Q' Q\Qp+P'ì 

- PQ'—PQ 
QXQV+PV 


cioè le due differenze consecutive,— — ~, ~ — — -, 

hanno i numeratori eguali e di segno contrario; dunque 
il numeratore della differenza di due ridotte consecutive 
ha lo stesso valore assoluto, qualunque sia l’ordine di 
queste ridotte. Ora, considerando la prima e la seconda 
ridotta, 

Q &-+-1 


si vede che la loro differenza -ì- ha per numeratori 

l’ unità ; dunque il valore constante dei numeratori delle 
differenze delle ridotte consecutive è l’unità. 

232'. Osservazione. Poiché le differenze succes- 
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sive, che si ottengono sottraendo da ciascuna ridotta 
quella che la precede, hanno i numeratori eguali al- 
1’ unità presa alternativamente col segno 4 - e col se- 
gno — , e la differenza che si ha, sottraendo la prima 
dalla seconda, è positiva, è chiaro che sottraendo da una 
ridotta qualunque la precedente, si otterrà la differenza 
col segno -ho — , secondo che il posto della prima è 
pari o dispari, e quindi se il posto di una ridotta è il A" 4 "*, 
sottraendo la precedente, il numeratore della differenza 
sarà (— 1 )\ 

233. Teorema 2°. Le ridotte che si ottengono colla 
legge di formazione esposta (229) sono frazioni irri- 
ducibili. 


Sieno y, 


Q 

li' 


due ridotte consecutive. Il numera 


tore della loro differenza è, secondo ciò che abbiamo di- 
mostrato, eguale all* unità, cioè 


PQ' — P'Q = d=i. 


Da questa equazione si deduce che non può esistere 
nessun fattore comune a P e a P\ perchè questo fattore 
dividerebbe i due termini della differenza PQ' — P’Q, e 
quindi dovrebbe dividere 1* unità, che è impossibile. 

234. Teorema 3°. Bue ridotte consecutive com- 
prendono sempre tra loro il valore della frazione con 
tinua, e ogni ridotta si approssima al medesimo più 
della precedente. 

La prima parte di questa dimostrazione è già stata 
fatta (225) quando abbiamo provalo che le ridotte sono 
alternativamente maggiori e minori del valore della fra- 
zione continua. Vediamo che può dedursi aneli’ essa fa- 
cilmente dalle formule dimostrate. 

Sieno -Q , , due ridotte consecutive, e * il quo- 
ziente completo che viene dopo il quoziente incompleto a 
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cui ci siamo arrestali; il valore della frazione continua è 
eguale (230) a 

Rx-^~Q 

ora, si ha evidentemente, 

Iìx-hQ Q _ RQ'x-R'Qx 

R'x+Q' Q' ~ QXfìx+Q') ’ 

Rx~hQ R _ Qfì’—QR 

fì'x-h Q' R' R'(li'x+ Q ) ' 

ma (231) 

Rtf-R'Q = dbl, fì'Q-lìQ’ = z^l- 

dunque 

Rx-hQ Q rfc x 

R'x+Q' Q'~ Q'(n'x-hQ’)' 

Rx + Q R 1 

R'x+Q' li' ~ R'(fì'x+Q') ’ 


e alla sola ispezione di questi resultati, si scorge che 
sono di segni opposti, e che il primo è maggiore in va- 
lore assoluto, poiché x^> 1 e Q'<^R'. 

235. Osservazione. Nessun numero può approssi- 
marsi al valore di una frazione continua di più di una 
ridotta, senza essere compreso tra questa e la ridotta 
precedente. Infatti, sia tn un numero che si approssimi 


al valore della frazione continua più della ridotta , a 
più forte ragione vi si approssimerà più della ridotta 
precedente e poiché la frazione continua è com- 
presa tra queste due ridotte, bisognerà evidentemente 
che anche m sia compreso tra le medesime. 
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236. Teorema Una ridotta qualunque si ap- 
prossima al valore di una frazione continua più di ogni 
altra frazione che abbia i termini più semplici. 

A 

Affinchè una frazione — si approssimi al valore 

D 

della frazione continua più della ridotta - 57 , bisogna (235) 

il 


A n Q 

che -j- sia compresa tra -f-, e la ridotta precedente 
B li V 

A 0 

quindi la differenza — — 7 f dev’ essere minore in va- 
B V 


D 

lore assoluto di — 


; ora, abbiamo 


A Q _AQ'-BQ 
B Q' • Q'B * 

R Q _ ±1 

B' Q Q'R' ’ 


e poiché la prima di queste frazioni ha il numeratore 
non minore dell’ unità, non può essere minore della se- 
conda altroché se il suo denominatore è maggiore, cioè, 
altro che se B > R'. 

Per provare inoltre che A dev’essere maggiore di /?, 


, A , , R Q . ,. B 

osserviamo che — è compreso tra e -^,e quindi — 

R' 0' B O' 

dev’ essere compreso tra — e , e la differenza — 

R Q A Q 

Tt' O' 

dev’essere minore in valore assoluto di 77 ; ora, 

R (J 

abbiamo 

R Q’_RQ-AQ' 

A Q AQ ’ 

R' Q'_± 1 
R Q~ li ’ 

i? 
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e la prima espressione non può evidentemente essere 
minore della seconda altro che se A > B. 

237. Osservazione. Quest’ ultimo teorema mostra 
il vantaggio che vi è nel ridurre un numero in frazione 
continua. Le ridotte daranno una serie di valori ap- 
prossimati che saranno i più semplici possibili, avuto ri- 
guardo al grado di approssimazione ottenuto, e l’errore 
commesso, arrestandosi a una ridotta qualunque, sarà 
sempre minore della differenza tra questa ridotta e la 
seguente, cioè minore di una frazione che abbia per 
numeratore l’unità (231) e per denominatore il prodotta 
dei denominatori delle due ridotte. 

Esempio 1°. Trovare valori approssimati di 

8280 

espressi per frazioni più semplici possibili. 

Riducendo la frazione proposta in frazione conti- 
nua, col metodo esposto (228), si trova 


5734 _ 
6289 ~ 


i-t- 


10 + 


3 + 


61 + 4* 


Le ridotte successive sono: 


o i 1® i! 

U ’ 11’ 34’ 


1901 5734 

2085’ 6289' 


I valori approssimati sono dunque queste differenti fra- 
zioni; ed è impossibile trovare frazioni più semplici che 

31 

81 approssimino di più; 1 e ridotte di posto pari, 

®ono troppo grandi, ~ e , ridotte di posto dispari, 
11 2085 
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sono troppo piccole. L’ errore commesso, sostituendo alla 
frazione data una di queste, è minore della differenza 
colla ridotta seguente. Per esempio, prendendo la ri- 
dotta — , si commetterà un errore minore di * 

34 34X2 085’ 

cioè minore di — - — . 

70S99 

Esempio 2°. Trovare valori appossimati della ra- 
dice quadrata del numero 10 espressi da frazioni più 
semplici possibili. 

Poiché la parte intera di v'iò è 3, poniamo 
V/10 = 3 JL ; 

y 

se ne deduce 

y ~~Vio— 3’ 

e moltiplicando i due termini di questa frazione 
per v/io+3, 

y = V/id+3; 

y è compresa tra 6 e 7; poniamo dunque 

y = v/Tò+3 = 6 -+- — , 
onde j 5 

S = \Zlò—3 i 


e quindi z = y. Dunque i calcoli si riproducono indefi- 
nitamente eguali e nel medesimo ordine, ed è facile a 
vedersi che avremo 


VTó = 3 


6 


6 


Dunque si otterranno per valori approssimati di y/Tó le 


260 TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

ridotte successive di questa frazione continua che sono: 

« 19 117 721 4 443 

’ 6’ 37’ 228’ 1405’ "" 

Ciascuna si approssima più d’ogni altra frazione 
espressa in termini minori, e differisce da y/Tò di una 
quantità minore dell’ unità divisa per il prodotto del suo 
denominatore moltiplicato per quello della ridotta se- 
guente; per esempio, l’errore commesso prendendo 
721 1 

' /55 =228 è mtaore di 228X1405 Ci ° è mlDOre d ‘ 
32Ò34Ò' 

238. Quando si conoscono due valori approssimati 
di un numero, uno in più, l’ altro in meno, riducendoli 
in frazione continua, i quozienti incompleti comuni alle 
due espressioni apparterranno anche al numero com- 
preso tra loro. Infatti, se un numero x è compreso 
tra A ed A’, ed 


1 


A — a 


b + 


c -+- 


d 


A' z=z a A- — 


e -+- 


f-\r .... , 


f -ì- 


dico eh ' — 1 

trovare ^ece 11061 -^ 0 * ^ razione continua, si dovranno 
t*» a, b c C ^ S;,ar ‘ a,nen te, per primi quozienti incomple- 


Digitized by Google 


•V 


CAPITOLO XIX. 261 

Infatti, poiché A ed A’ hanno la stessa parte in- 
tera a, questa sarà anche la parte intera di x, che è 
compreso tra loro. 

Ponendo 

A — a - 1 , A' o H yi JT=0-f- —v, 

y y * 

poiché x è compreso tra A ed A\ x’ necessariamente 
sarà compreso tra y e ora y e y' hanno ambedue 
la stessa parte intera b, dunque b sarà anche la parte 
intera di af. 

Ponendo 

y = &4-i-, y' — b-hL, x ' = b + ~. 


si vedrà, nello stesso modo, che x " è compreso tra z 
e e che in conseguenza, la sua parte intera è c ; e 
continuando così, si vede che la frazione continua che 
rappresenta x comincerà con le frazioni integranti 


o + 


d-h~. 

e 


Applicazione. Il numero n è compreso tra 
3,1415926 e 3,1415927; ora, riducendo queste due 
espressioni in frazioni continue, si trova 


3,1415926 = 3 + 


15 + 


1 + 


213 
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3,1415927 = 3-f 


1 



1 

1 -+ 


1 

354 


Se dunque riducessimo v in frazione continua si tro- 
verebbe 


ir — 3 


7 -+■ 


15- 


1-+-— i 

y 


, . , ,, 0 22 333 355 , , . 

e le ridotte 3, y, —, —, godono la proprietà di 

approssimarsi a ir, più delie frazioni che hanno i ter- 
mini minori di loro. 


JEtereM, 


1°. Ridurre in frazione continua. 

2°. Ridurre in frazioni continue le espressioni 



3°. Ogni frazione continua periodica rappresenta una 
radice di una equazione di secondo grado a coeflicienti interi. 

4 °. Essendo A e B due numeri commensurabili, trovare 
un limile a (ale che si possa, diminuendo A di una quanti- 
là a' < a, fare acquistare ad A— a! ed a £ un massimo co- 
ni un divisore almeno eguale ad *. 
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265 


cl + 6 — o — b -l- 


4ab 


2 (a — b) ■ 


4ab 


2 (a—b) -+- 


4ab 


2{a — b) ■ 


Trovare l’espressione del secondo membro, quando ter- 
mini alla frazione. 

6". Se una radice di una equazione di secondo grado è 
rappresentata da una frazione continua, il periodo della quale 
comincia alla prima frazione integrante 


x= a 



1 


c -+ 


1 

1 

«n 

6 - 4 - 


1 

c-+- ec, 


l’altra radice si olferrà dividendo —1 per questa stessa fra- 
zione col periodo scritto in ordine inverso. 
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CAPITOLO JLJL. 

ANALISI INDETERMINATA DI PRIMO GRADO. 


239. L‘ Analisi indeterminata è una parte impor- 
tante della Teorica dei Numeri. Ha per iscopo di risol- 
vere il seguente problema generale: 

Date m equazioni tra m-t-n incognite x, y, z,. ... 
che hanno per coefficienti numeri interi positivi o ne- 
gativi, trovare le loro soluzioni intere, cioè i sistemi 
di valori interi positivi o negativi, che sostituiti alle 
incognite x, y, z,.... verificano tutte le equazioni. 

Considereremo qui soltanto il caso in cui tutte le 
equazioni sono di primo grado, e primieramente sup- 
porremo che si tratti di UDa sola equazione con due in- 
cognite. 

Condizione perchè l’equazione ax -b by — K 
ammetta soluzioni intere. 

» 

240. Se i numeri interi a, b e K hanno un fat- 
tore comune, si possono (43) dividere per il medesimo i 
due membri deli’ equazione 

ax-rby = K. 

Supponiamo dunque che i tre numeri a, b e K siano 
primi Ira loro. 

241. Teorema 1°. Se a e b hanno un divisore co- 
mune p differente dall'unità, l'equazione ax-f-by = K 
non può avere soluzioni intere. 
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Infatti, qualunque sieno i valori interi sostituiti 
ad a? e ad y, il numero ax-hby sarà divisibile per p- t 
dunque non potrà mai essere eguale a K, che, per ipo- 
tesi, non è divisibile per p. 

242. Teorema 2°. Se a e b sono primi tra loro , 
V equazione ax-4-by = K ha una soluzione intera. 

Si può sempre supporre che il coefficiente di un’in- 
cognita, per esempio di x, sia positivo; perchè se non 
fosse diverrebbe, cangiando i segni a tutti i termini 
dell’ equazione. Posto ciò, se risolviamo l’equazione ri- 
spetto ad x, si ricava 



e dando successivamente ad y gli a valori, 

0, 1,2, .... a — 1 , 

vi sarà un valore intero tra quelli che si ottengono 
per x, e ve ne sarà un solo. 

Infatti, dividiamo per a gli a valori di K—by, fa- 
cendo le divisioni in modo che tulli i resti siano posi- 
tivi; è facile a vedersi che questi resti saranno tutti dif- 
ferenti. Poiché, sieno y' e y" due dei numeri 0, 1, 
2, ....o—l, e supponiamo che i resti delle divisioni 
per a di K—by' e di K—by" sieno eguali, che si abbia, 
per esempio, 

K-by' = aq+r, K—by" = aq'-{-r; 
sottraendo, otterremo 

b W— tfì = a(q— 

e quindi 6(y"— y') divisibile per a; ora questo è impos- 
sibile; perchè a è primo con b, e non può dividere 
y"—y' che è minore di a. Dunque gli a resti che si ot- 
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tengono, dividendo per a gli a valori di K — by sono 
tutti differenti; ma sono anche tutti minori di a; dun- 
que uno di essi è nullo. Sia (ì il valore di y che corri- 
sponde al resto 0; avremo 

x — = un numero intero «; 

a 

e quindi l’ equazione proposta ha la soluzione 
x = a, y—P>. 

243. Teorema 3°. Quando V equazione ax-fby= K 
ha una soluzione intera, ne ha un numero infinito. 

Sia # = <*, y = /3 una soluzione intera dell’equa- 
zione 

(1) ax^-by = K, 
abbiamo 1* identità 

aoL~i~bl 3 — K y 

e quindi l’ equazione (1) può scriversi: 
ax+by = 

ossia 

a{x—«,)z=—b(y—P>), 

( 2 ) '- g >. 

a 

Affinchè un determinato valore di y possa con un 
dato valore di x constiluire una soluzione intera di 
questa equazione, è necessario e sufficiente che il valore 

di y sia tale che — ^ — — sia un numero intero, ossia 
a 

che y — 0 sia divisibile per a, perchè, per ipotesi, a e b 
sono primi tra loro. Indicando dunque con $ un numero 
intero, avremo 

(3) y-ft = a6, 
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e l'equazione (2), sostituendovi questo valore d’y— p, dà 

(4) x—& ~ — Ò0 ; 

e, qualunque sia il valore intero positivo, nullo o nega- 
tivo che si prenda per 6, i valori di x e di y ricavati 
dalle equazioni (3) e (4), cioè 

(5) y=(à+ -a0, X — o. — b6, 

sodisfaranno all’ equazione (1). 

244. Osservazione. Confrontando le diverse solu- 
zioni dell’ equazione proposta, si scorge che i valori di x 
e di y formano due progressioni aritmetiche illimitate 
nei due sensi, e che hanno per ragioni i coefficienti di y 
e di x, uno di questi però cangiato di segno. 1 valori 
di y sono 

...,/3 — 2a, /3— a, 0, /3+a, jS-f-2 a,.... 
e quelli di x 

....oH- 26, a-fò, *, a — b, a — 2 i>, .... 


Melodi per trovare le rotazioni intere 
dell'equazione OX-+-by = K. 


245. Dal teorema 3° risulta che basta conoscere sol- 
tanto una soluzione (a,/3) dell’equazione ax+by = K ; 
perchè tutte le altre saranno date dalle formole 

x = ot — 60, y = /3+a0. 

Indicheremo diversi melodi coi quali può ottenersi 
una prima soluzione. 

1° Metodo. Quando il coefficiente di una delle in- 
cognite x e y è un numero non molto grande, per avere 
una soluzione della proposta ci possiamo valere dell’ os- 
servazione che ha servito (teorema 2°) a dimostrare 
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l’ esistenza di questa soluzione. Sia, per esempio, l’equa- 
zione • 

7x— 13?/ — 152. 

Risolvendola rapporto a x, che ha il coefficiente mi- 
nore, abbiamo 

1 52-f-l 3y 

x — , 


e possiamo esser certi che dando a y i 7 valori 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, uno dei valori corrispondenti di x sarà in- 
tero. Cosi debbono farsi soltanto sei prove al più. Si 
trova, per y = 5, 


1524 65 217 

x — » =-=-=31; 


dunque l’ equazione ammette la soluzione x = 31, y= 5, 
e tutte le soluzioni intere sono date dalle formule 

X = 31-4-130, y = 54-70, 

dove 0 indica un numero indeterminato positivo, nullo 
o negativo. 

Questo metodo è impraticabile quando i coefficienti 
della equazione proposta non sono numeri piccoli, e bi- 
sogna allora ricorrere a uno dei seguenti. 

246. 2° Metodo. Si ottiene immediai amente una so- 
luzione della equazione ax-hby = K, se un coefficiente, 
per esempio b, è eguale ad 1. Infatti, allora si può pren- 
dere a?=0 ed y — K. A questo caso particolare ridur- 
remo il caso generale. 

Per fissare le idee, supporremo che il coefficiente 
di x sia il minore dei due in valore assoluto, e rappre- 
senteremo sempre 1* equazione con 

(1) ax-i-by = K. 
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Si ricava 

( 2 ) 


x = 


K-btj 

a 


Effettuiamo le divisioni di K e di b per a, pren- 
dendo i quozienti per eccesso o per difetto, in modo da 
avere resti positivi o negativi, ma minori in valore as- 
soluto di Ja. Sia, per esempio, 

K = aQd= JC, b =aq± b'\ 
la equazione (2) diverrà 
(3) x=Q-q,j + ±K '± h ' ,J , 


ed è evidente che per avere una soluzione della equa- 
zione (3), basta averne una della equazione 

±K'±b'y __ t 
a 1 

ossia di 

(4) al=pb f y = ±K' ì 

nella quale t indica una nuova incognita intera. Se la (4) 
avesse la soluzione y = /3, t = y, avremmo una solu- 
zione della proposta , prendendo 

x=Q- -g£+y, 

9 = 1 

I coefficienti della equazione(4)sono: l°il coefficiente 
minore della (1); 2° il resto della divisione del maggior 
coefficiente per il minore; quindi è evidente, che operando 
sopra l’equazione (4) come abbiamo fatto sulla proposta, e 
continuando poi ad applicare lo stesso metodo, si formerà 
una serie di equazioni tali che, conoscendo una soluzione 
intera di una qualunque di esse, si potrà dedurne una 
soluzione intera di ciascuna delle precedenti , e i coef- 
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fidenti di queste diverse equazioni saranno eguali in 
valore assoluto a due resti consecutivi ottenuti nella ri- 
cerca del massimo comune divisore dei numeri a e b; e 
poiché a e 6 sono primi tra loro, l’ultimo resto sarà 
l’unità, e l’ultima delle equazioni ausiliarie che consi- 
deriamo avrà la forma 

fu+v — h, 

ed ammetterà la soluzione intera, u=o, v — h, dalla 
quale dedurremo una soluzione intera della proposta. 
247*. Osservazione. Se in una equazione 

aa . :•+ by = K 

il coefficiente di un’incognita, per esempio di x , ha un 
fattore f comune col termine cognito K, i valori del- 
l’ altra incognita dovranno essere divisibili per f; onde 
si potrà porre y = fy' e poi dividere tutta l’equazione 
per /■, e quindi resterà da risolversi un’equazione con i 
coefficienti più piccoli, e che richiederà un minor nu- 
mero di operazioni. 

Applichiamo questo metodo a un esempio. Si vo- 
gliano determinare le soluzioni intere dell’equazione 

(«) 

si trae 

x 

cioè 

( 2 ) , 

ponendo 


ossia 

(3) 


72*— 113y == 1000; 

= 1000 + 113 y = 14+2 y -itili' , 

72 72 

f 

a? = 14—1-2 y—t, 

8-1-31 v « 

31y — 72< = — 8. 
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Poiché il coefficiente di f e il termine cognito hanno 
il fattore comune 8, porremo 

(4) y = 8l\ 

divideremo per 8 1* equazione, ed avremo , 

(5) 31/' — 9< = — 1. 

Dalla equazione (5) si ricava 


ossia 

( 6 ) 

ponendo 


cioè 

(?) 


, 31 I— 1 q ; Kt -+■ i 

'=-9-=^ + — ’ 

t — zt'+f, 

bt’-T- 1 p 

— n 1 ■> 


Da questa equazione (7) si trae 


Q /»_1 \ 

v . l = ‘2f- 1 1 




ovvero 

( 8 ) 

ponendo 


cioè 

( 9 ) 


f = 

f- 1 _ 

f-k e = ì. 


Ecco l’equazione ausiliaria in cui un coefficiente è 
eguale ad 1 , e a cui si sodisfa ponendo 

t m =o, <*=i. 

Ora, con sostituzioni successive, le equazioni (8), (6) T 
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(4) , (2) danno 

t' = 2, t = 7, y = 16, a: = 39; 

« le soluzioni della proposta sono date tutte dalle formule 

<r = 394-1130, 

$ = 164 - 720 , 

dove 0 è un numero intero e arbitrario. 

2W>. 3° Metodo. Posta l’ equazione data sotto la 
forma 

a(±x)—b(dty) = K, 


dove a e b sono positivi , svolgiamo in frazione continua 
la frazione irridultibile , e sia la penultima ri- 

0 Oq 

dotta, cioè quella che precede ; avremo (231) 


e quindi 


ab 0 —ba 0 = ±1, 
a(d=Kb 0 )-b(d=Ka 0 ) = K; 

dunque si sodisfarà all’equazione proposta, prendendo 
x = d=Kb 0 , y = db Ka 0 . 

Esempio. Trovare le soluzioni intere dell'equazione 
256*4-117y =113. 
c i 256 

svolgendo i n frazione continua, si trovano i 


quozienti 


e l e ridotte sono 


2, 5, 3, 7, 


JL il 35 256 

1 ’ 5 ’ 16’ 117 ’ 
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e abbiamo 

256.16—35.117 = 1; 

onde, moltiplicando per 113, 

256 . 1808+117(— 3955) = 113. 

Dunque una soluzione dell’ equazione, proposta è 
x = 1898*, y = — 3955. 

i 

249. Osservazione. La soluzione ottenuta col 3* 
metodo non è in generale la soluzione minima , cioè 
quella in cui il valore assoluto di una incognita è mi- 
nore del coefficiente dell’ altra, e che si ottiene sem- 
pre col primo metodo, e anche col secondo quando è 
ben diretto. I valori di x e di y dati dal terzo metodo 
sono multipli del secondo membro deir equazione pro- 
posta; ma se ne può dedurre facilmente la soluzione 
minima. 

Cosi, nell’esempio precedente, le soluzioni sono 
date dalle formule 

ar = 1808— 1170, 
y = — 3955-t-2560. 

Se vogliamo la soluzione nella quale x è minore 
di 117; coefficiente di y, basterà prendere 6 eguale al 
quoziente di 1808 diviso per 117, che è 15, e troviamo 

x = 53, yz= — 115. 

Per rappresentare tutte le soluzioni si potranno pren- 
dere le formule. 

a: =53—1170 
y = — 115+2560. 


18 
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Risoluzione dell* equazione OJ+fty — K in numeri interi 
e positivi. 

250. Abbiamo veduto che se a e b sono primi tra 
loro, P equazione ax+by = K ha un numero infinito di 
soluzioni intere. Tra queste consideriamo ora soltanto le 
positive. Ponendo in evidenza i segni dei coefficienti, e 
rammentando che si può sempre supporre positivo il 
coefficiente di una incognita, l’equazione non può avere 
altro che una delle forme seguenti: 

ax-\-by = K, 
ax — by = K, 
ax-hby — —K, 
ax — by = — K. 

La terza di queste equazioni non può avere, eviden- 
temente, soluzioni positive, e la quarta è compresa 
nella seconda, perchè per ridurla alla forma di questa, 
basta cambiare una nell’ altra a e b, x e y. Rimangono 
dunque da esaminarsi i soli due casi 

(1) ax-hby = K, 

(2) ax—by = K. 

Consideriamo prima l’equazione (2), e sia (a, /3) una 
qualunque delle soluzioni intere della medesima. Tutte 
le altre saranno date dalle formule 

aj = «-j-ò0, y = /3 +a0 

ed è evidente che per avere tutte le soluzioni intere e 
positive , basta dare a 0 tutti i valori interi che sodisfano 
alle diseguaglianze . 

a+60 o , /3-f-aS o, 

cioè, basta dare a 6 valori qualunque maggiori del più. 
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grande dei due numeri 



quindi 1’ equa- 


zione (2) ha un numero infinito di soluzioni intere e po- 
sitive. 

Consideriamo ora l’equazione (1), e sia (oc, j3) 
una qualunque delle sue soluzioni; tutte le altre saranno 
date dalle formule: 


x = a — i>0, y — fi -fa0. 


Affinchè x ed y siano positivi è necessario e suffi- 
ciente che risultino verificate le disaguaglianze 


ù \ 


*<■ 


ossia, a cagione della identità aoc -t-6j3 = iT, la quale 

* _ — £ , K 
T — T + 56' 


dà 




K 

ab' 


Dunque il numero delle soluzioni intere e positive sarà 

_S 

eguale al numero degl’ interi compresi tra e 

— t- -+- -r, ed è evidente che questo numero è eguale al 
a ab 

massimo intero contenuto in — ri o a questo intero au- 

ab 

mentalo di 1. 

251*. Se rappresentiamo con q il quoziente e con R 
il resto della divisione di K per ab, il numero delle 
soluzioni intere e positive dell ' equazione 

(1 ) ax+by — K = qab-hR 

sarà eguale a q o a q-t-1, secondo che sarà impossibile 
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o possibile in numeri interi e positivi V equazione 

(2) ax+by = R. 

Infatti, sia (a, fi) una soluzione intera della equa- 
zione (2); una soluzione intera della equazione (1) sarà 

(3) x = y == n»-4-/3 , • 


dove neii sono due numeri qualunque interi e positivi 
che rendono 

(4) m-hn =r q; 


come è facile a verificarsi, sostituendo i valori (3) nella 
equazione (1), ed osservando che ax-hbfi = R. Quindi 
il numero delle soluzioni intere e positive della equa* 
ione (1) sarà (250) eguale al numero degl’interi com- 
resi tra 

— na — fi n — na—fi , qab-j-R 

e — — — — H t — ■ , 

a a ab 


ossia tra 

-fi 

— — ti 

e Zf- 

,1. 



f • 

a 

a 

^ ab 

1 »* 

cioè tra 

Z± 

e -*h 

-JL-x 



a 

a 

ab 

9» 


ed è evidente che tra questi due numeri saranno com- 
presi q 0 q-h 1 interi, secondò che non l n’ è compreso 

a a ji . . 

alcuno o uno solo tra — - e — --i — r , cieè : (250) se- 

a a ab 

condo che è impossibile o pos-ibile in numeri interi e 
positivi la equazione ax+by = R. 

252*. Per ottenere direttamente tutte le soluzioni 
intere e positive dell’ equazione 

(1) ax+by = K, 
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si potrà usare il metodo che passiamo ad esporre (*). 

' Poiché a: ed y devono essere numeri positivi, si 
dovrà avere a,x<^K, by<^K; onde, se rappresentiamo 

con E e con E i massimi numeri interi con- 

K K 

tenuti in.rr-,ed i,n -j-, e poniamo 
'ab 


(2) x = J?(£)-*’, V=i"(*)-«A 


I 


x' ed y' dovranno essere positivi, e per avere tutti i va- 
lori interi e positivi di > oc e di. t/, basteoà, determinare 
tutti quelli di x’ e di y' che.sodisfaao aU’.equaziooe che 
si ottiene, sostituendo i. valori (2) . nella equazione (1), 
cioè ad 

(3) A E (^y-ax'+bE (*) 


Ora, se. r'. è il resto deiia divisione di <K per «a, ed 
quello della divisione di K per b, avremo 


*i 



« 



Sostituendo questi valori (4) nell’ equazione (3), avremo 
(5) ,f ìx'-kby' = E—r’—r t —'K'. 

La risoluzione in numeri interi e positivi dell’equa- 
zione (1) dipende dunque da quella di un’ altra (5) che ha 
i medesimi coefficienti, per le incognite^ che ha il ter- 
mine cognito eguale al termine cognito della (1) dimi- 
nuita dei. resti delle divisioni idi K per a e -per b. 

Operiamo ora per la (5) come abbiamo 'fatto per 


{*) Quello metodo è dovuto al cb. signor Jf crinite 
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la (1), cioè poniamo 

v 

(6) *■ = £■(£)-*■, »’=r(y)— !l", 

e indichiamo con r^er,! resti delie divisioni di K per a 
e per b; per ottenere tutti i valori interi e positivi di a/ 
e di y* che sodisfanno all* equazione (5), basterà deter- 
minare tutte le soluzioni intere e positive di 

(7) ax"-hby" = K—r I, —r x = K‘. 

Seguitando nello stesso modo, troveremo una serie 
di equazioni ausiliario, nelle quali il secondo membro 
va continuamente diminuendo finché non si giunge ad 
una, per la quale i due resti sono nulli, cioè che ha il 
secondo membro multiplo di a e di b, e quindi di ab, per- 
chè a e b sono primi tra loro. Allora proseguendo, il se- 
condo membro rimarrebbe sempre lo stesso, e tutte le 
equazioni ausiliarie che si otterrebbero sarebbero iden- 
tiche, onde siamo costretti ad arrestarci. Questa equa- 
zione ausiliaria, a cui dobbiamo arrestarci, sia 
avremo 

(8) ax^-hby W = Qab. 

Essa avrà Q-f-1 soluzioni intere e positive, perchè (251*) 
l’equazione ax+by =. 0 ammette la soluzione a? = 0, 
y = 0; e queste, com’è facile a verificarsi, saranno date 
dalle formule 

(9) = y* =na, 

dove per m e n si prendono i Q-t-i sistemi di numeri 
interi e positivi che rendono 

m-t-n = Q. 
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Quindi dalle formule (2), (6) (9), con sostitu- 

zioni successive, si otterrà 

253*. Osservazione I. Se l’ equazione proposta è 
possibile in numeri interi e positivi arriveremo sempre 
ad un’equazione col secondo membro multiplo di ab, 
perchè altrimenti, i secondi membri delle equazioni au- 
siliarie andrebbero diminuendo indefinitamente e si ar- 
riverebbe ad una che avrebbe il secondo membro nega- 
tivo, e sarebbe impossibile in numeri interi e positivi, 
onde ne deriverebbe una eguale impossibilità per l’ equa- 
zione proposta. 

254*. Osservazione II. Poiché le formule (10) del 
n® 252* danno Q- f-1 soluzioni, e queste devono essere 
tutte le soluzioni intere e positive dell’equazione (1), 
cioè (251*) q o q- f-1; Q sarà eguale a q— 1 o a q. 

255*. Osservazione III. Si potranno trovare molto 
semplicemente tutte le soluzioni positive e intere del- 
l’ equazione proposta, quando si veda immediatamente 
la soluzione dell’ equazione 

(1) ax+by — R, 
o dell’equazione 

(2) ax+by = a6-KR, 

quando la (1) è impossibile in numeri interi o positivi. 

Infatti, se (a,0)è una soluzione della (1) ed 
oppure se è soluzione della (2) e m-\-n = g— 1, le for- 
mule 

x — a-i -mb, 
y=P>+na, 
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daranno tutte le soluzioni di 

ax+by — qab+lì, 

come è facile a verificarsi. 

Esempio. Sia da risolversi in numeri interi e posi- 
tivi r equazione 

2a?+3y — 25, 

25 

la quale ha 4 soluzioni, perchè — ha per quoziente 4 e 

per resto 1, e T equazione 2x-+-3y = 1 è impossibile in 
numeri interi e positivi. 

Pongo 

x = 12—*', y = 8—y'; 


i resti r' e risono lei, onde avremo 
2x'-j-3y' = 23 : 


ponendo 


*' = 11-^, y' =7 — y", 


poiché r" e r, sono 1 e 2, si ha 

2^4-3j/" = 20. * 

Facendo 

a?" = 10 — a:'" y" = G— 

poiché i resti r"' e r 8 sono 0 e 2, si ottiene 


2a?*'+3 y m = 18, 


equazione col secondo membromultiplo di 6, che dà 

‘X?" = 3m, y"=2n, 

dove 

m-+-n =i 3 , 

e colle sostituzioni successive, finalmente si ottiene 
x ~ 12 — ll—i — 10 — 3m, y = 8 — 7 — f — 6 — 2n. 
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1 siatemi di valori di m ed n sono 


m = 0, 

n = 3; 


m = 1, 

n = 2; 


m = 2, 

n = 1 ; 


m = 3, 

n = 0; 



onde 


* =11, y = 1 ; x = 8, y = 3; x = 8, y = 8; x = 2, y = 7. 

Esempio.Sì debba risolvere in numeri interi e positivi 
7#-hlly —95, 

La soluzione di 
è data da 


7aH-lly = 95 — 77 = 18 
a? = l, y = 1, 


onde tutte le soluzioni (255*) dell’ equazione proposta 
saranno date da 


dove 


x = 1+1 lm, y — l-}-7n, 


cioè m = 0, n = l oppure m — 1, »=0; e quindi 
avremo le due soluzioni 

^.= 12, ,y= 1; .a;=ljy=8. 

Applicazione della teoria precedente. 


256. Trovare i valori M x che rendono intere le 
frazioni 

ax+b a'x-hb' d'x+U 1 

T"» 

dove a, b, c, a', b',c'. . . sono numeri interi • 

Consideriamo la prima frazione. Indicandola con y , 
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bisogna risolvere in numeri interi l’equazione 

ax-hb 
— = y ’ 

ossia 


cy — ax = b. 


Questa equazione avrà soluzioni intere se a e c sono 
primi tra loro (242). Se una di queste è (ar 0 , y 0 ), e rap- 
presentiamo con et! un numero intero indeterminato, le 
altre saranno date dalle formule: 


x = x 0 -\-cx\ y = y 0 -hax'-, 


quindi la prima frazione proposta sarà intera per 
x — Xo+cx 1 . Sostituendo questo valore di x nelle altre 
frazioni, esse divengono 

a'cx'-i-(a'x 0 -+-b') a"cx'-b(a!’x a -hV) 

e ’ e »•••• 

e dobbiamo determinare i valori interi di r', che le ren- 
dono intere. 

Questo problema è eguale al proposto; soltanto il 
numero delle frazioni è minore d’ un’unità. Continuando 
ad applicare lo stesso metodo, si arriverà finalmente 
ad avere una sola frazione, per- la quale si opererà come 
abbiamo detto in principio. 

Esempio. Trovare un numero che diviso per 5, 7, 11, 
dia per resti rispettivamente 3, 5, 8. 

Rappresentando conx questo numero, le espressioni 
frazionarie 

x — 3 x—5 x — 8 

W ~T~’ “T~ ’ TT 

saranno numeri interi. Affinché la prima frazione equi- 
valga a un intero, bisogna che sia 

= x = 5x’-i-3, 

5 
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rappresentando con x' un numero intero. Le altre due 
divengono 

( 2 ) 


5*' — 2 
7 ’ 


5x ' — 5 


11 


Affinchè ~ i sia un intero i bisogna che 11 

divida af— 1, perchè è primo con 5; dunque, rappre- 
sentando con *" un numero intero indeterminato, dovrà 
essere 

a/ — 1 = 11*” ossia x ' = lt*”+i. 

Con questo la prima delle frazioni (2) diviene 
55x"+3 _ 8a j,_ ar"-3 


e la condizione perchè questa frazione sia intera è che 
x " — 3 sia divisibile per 7. Si può dunque porre, indi- 
cando con 6 un numero intero indeterminato, 

*"= 76 + 3 , 

e colla sostituzione di questo valore, x > e x divengono 

*'= 770 + 34 , 

* = 3850+173. 

Questa ultima formula risolve il problema. 11 più pic- 
colo numero che sodisfa alla questione è 173. 


Risoluzione in numeri interi di una equazione 
con un numero qualunque d’inoognite. 


257. Consideriamo prima un’ equazione a tre inco- 
gnite, *, y e *, 

ax-hby-hcz = J BT, 

dove a, 5, c, K sono numeri interi positivi o negativi. 
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Se a, 6, c e K avessero un fattore comune, si di- 
viderebbe tutta l’equazione per questo fattore; quindi 
potremo supporre che siano primi tra loro. 

Affinchè 1* equazione proposta abbia soluzioni intere 
è necessario che a, b e c siano primi tra loro; perchè se 
a, 6, c avessero un fattore comune p, il primo e non il 
secondo membro dell’equazione sarebbe divisibile per, p. 
Questa condizione è sufficiente. Infatti se tra i numeri a, 
è, c ve ne sono due, per esempio a e 6, primi tra loro, 
dando a z un valore qualunque intero y , si potranno sem- 
pre trovare (24-2) valori interi di a; e di y, che sodisfioo 
all' equazione 

ux-t-by = K—cy -, 

quindi la proposta ha un numero infinito di soluzioni 
intere per ogni valore intero dato a z. 

Se due qualunque dei numeri a, 6, c,, per esempio 
nei, non sono primi tra loro, sia p il loco massimo 
comun divisore, e poniamo a = pa', b = pb'-, la proposta 
diviene 

a'x+b'y — • 

Poiché pe« sono primi tra loro si potrà trovare (256) 

jr rz 

un numero infinito di valori di * che rendano =,K 

p 

numero intero. Allora la proposta diviene 
a'x-hb'y = K\ 

ed è evidente che avrà un numero infinito di soluzioni 
intere. 

Quanto. abbiamo detto dà il modo, 4i trovare una 
soluzione della proposta. 

- Esempio. Trovare una, soluzione intera dell ' equa- 
zione 

4x»-18t/-{-27 * =r 100. 
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L’equazione può scriversi 


2ar— 9 y = 


100—27 * 
2 


Il secondo membro diviene eguale a 23 per * = 2,e 
abbiamo 

2x— 9y = 23, 

che ha la soluzione intera y = 1 , a? = 16. Lai propost» 
ha dunque la soluzione intera 07=16, y ztn 1, *=2. 

258. Ora mostreremo come, mediante una solu- 
zione, possano determinarsi tulle le altre. 

Sia a? = <*, y = £, *=r» una soluzioneintera del- 
l’ equazione 

(1 ) ax+by-hcz = K , 

in modo che si abbia identicamente 
(2) aa-4-6j3-+-cy = K. 

Sia 6 un numero intero indeterminato, è evidente che 
si sodisfarà alla proposta ponendo 

1 , ob a-t- 60 , 

y^/3-afl, 

• *=y, 

perchè, portando questi valori nella proposta, i termini 
con 6 spariscono e il risultato della sostituzione è l’ iden- 
tità (2). Così dalla soluzione (a, /3, y) deduciamo la so- 
luzione molto più generale (3). Nondimeno le formule (3) 
non danno tutte le soluzioni della proposta, perchè ab- 
biamo veduto che vi è un numero infinito di valori di z 
che possono far parte di un sistema di soluzioni. 

Ma dal sistema (3) se ne può dedurre uno più ge- 
nerale, aggiungendo ai valori di x e di * i due termini 
c<pe — dove <p indica un numero intero indetermina- 
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to; si ottiene allora 

/ x — a+60-i-c<p, 

(4) j t/ = p-a9, 

( a =y — a<p: 


queste formule (4) danno tutte le soluzioni della pro- 
posta, se non escludiamo i valori frazionari per 6 e per <p-, 
ma se non ammettiamo altro che valori interi per queste 
due indeterminate, le formule (4) daranno soltanto una 
parte delle soluzioni. 

Dal sistema (4) se ne deduce uno più generale, ag- 
giungendo ai valori di y e di * i due termini cty e — 
ove v{/ indica un intero indeterminato. Abbiamo così 


Ì ' x — oH-60-t-e<j>, 
y = 0 — a0+cv|/, 

* — y — a«f> — 6\J/ , 

e queste formule (5) daranno tutte le soluzioni intere 
dell’ equazione proposta , se attribuiamo alle indetermi- 
nate 0,<p,vp tutti i valori interi positivi o negativi. 

Per dimostrarlo, supponiamo che la proposta am- 
metta la soluzione (a', p>, </), io dico che potremo tro- 
vare tali valori di 0, <p e \p, per i quali si abbia 


ossia 


a! ~ a -f-fc0-(-c<f> , 
= @> — a0-f-e\{' , 

y' = y — a<f> — fcvp , 


( 6 ) 


ù0-i-c<j> = a' — et, 
~a6~fc^ = £'—{}, 
— a<p — 6v)> = y' — y. 


«aenz ^ d ‘ queSte equazioni è conse 

tre due. Infatti, sommandole dopo averi 
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moltiplicate rispettivamente per a, b, e, si ottiene 

<7) 0 = a(a'— «)+&(£'— £)4-c(y'—r) , 


che è una identità, perchè 

a»-r~bfi-hcy = K, aa'-+-òj3'-f-cy' = K; 


dunque basta considerare le due prime equazioni (6), 
cioè 

i M-f-cp = *'—<*, 
w |_a0H-cv|/ = £'_£. 

Ambedue queste equazioni (8), considerate separata- 
mente, ammettono soluzioni intere, perchè in conse- 
guenza delia identità (7), il massimo comun divisore 
di b e di e divide a'— », e quello di a e di c divide /3'— /3, 
perchè a, b e c sono primi tra loro. 

Sia (0 O , Po) una soluzione della prima equazione (8) 
e p il massimo comune divisore di b e di e; sia anche 
(0,, 'J'O una soluzione della seconda equazione (8) e p il 
massimo comune divisore di a e di c; le soluzioni delle (8) 
considerate separatamente, saranno date rispettivamente 
dalle formole 


( 9 ) 

( 10 ) 


0 = 0« + -l, q>z=<po — — t; 
P P 

0 = 0i-+-— r*' , 4 1 = 

P P 


rappresentando con t e f due numeri interi indetermi- 
nati. Per provare che il sistema delle equazioni (8) am- 
mette soluzioni intere, basterà dunque mostrare che 
esistono valori interi di t e di f che rendono eguali i 
valori di 0 dati dalle equazioni (9) e (10), cioè che danno 


0 O H- — t = 0i H — -f, 
P P 


i 
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p P 
Ora abbiamo per ipotesi 

60 o +c<p o = a' — * , 

— ae^cvh = £’— 

e queste equazioni, moltiplicate rispettivamente per a e 
per b e sommate, danno 

ab(6 0 — 0i) -f- c(o<j> 0 -+-&\|/i) =• a(x— *)+b($—$), 

dalla quale, a cagione dell’ identità (7), si deduce 

ab{%— 9ì)-t-c(a(po-t-H'i) = — c(/— r), 

ossia 

4- 6 (« 0 - e 4 ) 4- JL (a<po+6^i4-y— r) — 0 ; 

pp pp 

onde -4-, numero intero primo con -4- e — dovrà .di* 
PP P P 

videre 0 O — 0i , e quindi 


rappresentando con i un numero intero. 

Con questo la (11) diviene 

c_ t , c_ . ci 

P P J?' 

ossia 

P f- P 't = i, 

la quale si può risolvere in numeri interi, perchè p e p' 
sono primi tra loro. 
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259. In generale, un’equazione con p incognite, 
ax+by-h cs-h . .. .-j-du = K, 


dove a, b, c , . . . .d, K sono primi tra loro, non potrà 
avere soluzioni intere altro che se anche o, b, e,....d 
saranno primi tra loro. Proponiamoci di trovare anche 
in questo caso una soluzione. Sia p il massimo comune 
divisore di a e di b, avremo 


a , b 

— y 

P P 


K — cz — .... — du 


determiniamo una soluzione intera dell’ equazione 

K — cz — .... — du j, 

P * 

che ha soltanto y . — 1 incognite, e prendendo poi una 

soluzione di — an- — y = | , avremo una soluzione 
P P 

dell’ equazione proposta. 


Riaolusìone in numeri interi di m equazioni 
con m-t-1 incognite. 


260. Cominciamo da considerare il caso di due 
equazioni con tre incognite 

(1) a x-\~ b y+c z~K, 

(2) a'x -b’y-hc'z = 2T; 

dove a, b, c, K sono numeri interi primi tra loro, ed 
egualmente d, b\ d , IT. 

Aflinchè il problema sia possibile, bisogna che ogni 
equazione, considerata isolatamente, abbia soluzioni in- 
tere , e quindi che tanto a, b , c, quanto d, b' t d, siano 
primi tra loro. 
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Eliminando una incognita, per esempio s, si ha 
(3) (ac'—a'c)x+(bc—cb')y = Kc—cE, 

e si può sostituire al sistema dell’ equazioni (1) e (2) 
quello dell’ equazioni (1) e (3); se la (3; ha soluzioni in- 
tere, queste saranno della forma 



indicando 6 un numero intero indeterminalo, p il mas- 
simo comune divisore tra be' — bc, ac' ac, Kc Ec e 
(x 4 , y 0 ) una soluzione intera dell’ equazione (3). Sosti- 
tuendo i valori (i) di x e di y nella (1), avremo una 
equazione a due incognite s e 6 ; se questa avrà solu- 
zioni intere, otterremo se 8 espresse per mezzo di una 
nuova indeterminata 8 F , e quindi si avranno tutte quante 
le soluzioni intere della proposta espresse per una sola 
indeterminata 8'. 

Osservazione. Se ce c'sono primi tra loro, 1’ unica 
condizione di possibilità del problema è che l’ equa- 
zione (3) ammetta soluzioni intere. 

Infatti, I’ equazione (3) può porsi sotto la forma 

ax+b y — K c 

a'x-^-b'y — E c' ’ 

c 

ora, per ipotesi, essa ammette soluzioni intere, e —j è 

c 

irriducibile; dunque, essendo ( x 0 y 0 ) una soluzione in- 
tera, per un teorema di aritmetica (*), si ha 


aavf-&y 0 — ^ = C3 oi 

a’xo-hb'yv — E — c'z 0 . 

O Vedi Aritmetica dì Bertrand, n« 160. 


> 
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dove s 0 è un numero iDtero. Quindi le equazioni (1) e 
(2) ammellono una soluzione intera ( x 0ì y 0 , — 

261. Se vogliamo soltanto le soluzioni positive del- 
1’ equazioni proposte, poiché le tre incognite x,y, z sono 
espresse per un solo numero intero indeterminalo, pren- 
deremo per 0 soltanto i valori che sodisfanno alle dise- 
guaglianze 

V>o, *>o. 

262. Esempio. 30 persone hanno speso 30 lire in 
comune ; la spesa di un uomo è di 5 lire, quella di 
una donna di 1 lira, quella di un bambino | di lira ; 
quanti uomini, donne e bambini vi erano? 

Rappresentando con x il numero degli uomini, 
con y quello delle donne, con z quello dei bambini, le 
equazioni del problema sono 

(1) xf-y-f-* = 30, 

5«C+Jf+ ] 3 30; 

sottraendo la prima dalla seconda, si ottiene 

(2) * , kx—l z — o, 

ossia 



q 

La frazione è irriducibile, dunque, indicando con * 

un numero intero qualunque, avremo 

x — 36, 
a = 160; 

queste formule danno le soluzioni della (2); la prima 
dell’ equazioni (1) dà allora 

196-f-y = 30; 
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onde 

y — 30 — 190. 

Affinchè i valori di x, y, s siano positivi, bisogna che sia 
e>0, e «<jg, 

quindi 0 — i, e a? = 3, y = li , z = 16. 

Vi erano 3 uomini, li donne e 16 bambini. 

263. Consideriamo ora un sistema di m equazioni 
tra m-f-1 incognite; sostituiremo al sistema proposto un 
sistema equivalente di m equazioni, la prima delle quali 
ì 4 4 =:0 contenga due sole incognite x e y, la seconda 
A t — 0 oltre queste due un* altra sola incognita z, e così 
di seguito. 

Se l’ equazione <A, = 0 ha soluzioni intere, si espri- 
meranno x e y per mezzo di una indeterminata 9, e 
sostituendo i loro valori in zl, = 0, questa equazione 
conterrà due sole incognite * e 0, se ha soluzioni intere, 
si esprimeranno « e 6 per mezzo di una nuova indeter- 
minata 0’; allora x, y e* saranno espresse per 0', e por- 
tati i loro valori in .43 = 0, questa conterrà due sole in- 
cognite, e continueremo in questo modo, se è possibile, 
finché non siano espresse tutte le incognite per mezzo di 
una sola e medesima indeterminata. 

Non considereremo qui il caso generale di m equa 
zioni tra m -f- « incognite. 


Esercizi. 

1°. Se a, b, e, .... I sono numeri primi tra loro due a 
due, * un numero inferiore ad a e primo con a, JS un numero 
inferiore afre primo con ò, ... .1 un numero inferiore ad l e 
primo con 1; non esiste altro che un sol numero z < ale . . . . t 


1 
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che diviso per a dia per resto a , diviso per 6 dia per 
resto diviso per l dia per resto 1. 

2°. Dimostrare, valendosi del teorema precedente, che 
indicando con E a il numero degl’ interi inferiori ad a e primi 
con a, se a, 6, c .... I sono primi tra loro, si ha l’ eguaglianza 

I — Ea E t Et Et . 

3®. Dimostrare che se 

* I 

e a, b, e, .... I, numeri primi differenti, sarà 

= jv ( i — «) ( 4 ~ I) — (* 4) * 

4 °.* Dimostrare che se («, fi, y .... t, t) è una soluzione 
intera dell’ equazione con n incognite, 

ax-i-by-\ -cz-f- .... -hdu+ev = K, 

tulle le altre in numero infinito saranno date dalle formule 

X = a-+-M,-+-c8j •+■ -4- e9„_ 1 , 

y = fi — a9 1 -4-e0' i-t- -*-d& n _ 3 -t-eO 

* = 7 — a 9 4 — 69'j-t- -+-d9 l ' B _ l -f c9'' b _j, 


u = <? — a9„_ s — f /9' n _ 3 — -4-eOjt— 2 », 

» = *— aO B _ t — — — d9 t «*-2l, 

dove 9„ 9„ . . . . , 9 n _ t , 9', , 9 1 ,, . . . . sono numeri interi qua- 
lunque. 
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CAPITOLO All. 

EQUAZIONI! ESPOVKVZIAU B LCCIRITEI, 


264. Un’equazione dicesi esponenziale quando l’ in- 
cognita vi comparisce come esponente. La più semplice 
di tutte, l’unica di cui ci occuperemo, è l’equazione 

a* — b, 

nella quale x rappresenta l’ incognita, ed a e b numeri 
dati. 

Ma prima è necessario di tornare sopra la defini- 
zione dell’espressione a", e di aggiungerà alcune spie- 
gazioni. Se z è commensurabile, l’espressione a* è 
stata definita (35) e non presenta difficoltà. Supponendo 

x — ~ , ed m e n essendo numeri interi, abbiamo 
n 1 

m » 

a x = a'' = Va m . 


Supporremo sempre in questo capitolo, che a sia posi- 
tivo, e non considereremo altro che i valori reali e po- 
sitivi del radicale; non vi è dunque difficoltà nè ambi- 
guità. 

Se x ha un valore commensurabile — m, a* è defi- 
nito (37) dall’ equazione 

a~ m — As- 
ci 


Bimane dunque soltanto da definirsi o* per i valori in 


i 
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commensurabili positivi o negativi di x ; ma per questo 
abbiamo bisogno di premettere alcune osservazioni. 

265. Osservazione I. Tutte le potenze, positive o 
negative, d’ un numero positivo sono positive. Questo è 
evidente, poiché noi non consideriamo altro che i valori 
positivi dei radicali. 

266. Osservazione II. Tutte le potenze positive 
dei numeri maggiori dell’unità sono maggiori dell* unità, 
e tulle le potenze negative sono minori dell’unità. L’op- 
posto avviene per le potenze dei numeri minori di uno. 

m 

Infatti, sieno a un numero una potenza 

positiva di a; abbiamo per deflazione 

m m 

a" = \ r cT-, 

ora, poiché o>l, è evidente che anche a">i e quindi 
» - 

V/o" ]> 1. Poiché le potenze positive di a souo maggiori 
dell’ unità, l’ eguaglianza 


dimostra che le potenze negative, che ne sono le inverse, 
sono minori deli’ unità. 

Finalmente, supponendo che sia <*<1, si potrà 


porre a — 


1 

7 ’ 


e sarà d > 1 ; quindi avremo 



t 


ed è evidente che i valori di x , per i quali è 
rendono o*< i , e reciprocamente. 

267. Osservazione III. Se x acquista valori com- 
mensurabili crescenti, 1’ espressione a* varia sempre 
nello stesso senso, aumenta se a>l, diminuisce se a<^1. 
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Infatti, sieno p e q due valori commensurabili, po- 
sitivi o negativi, attribuiti successivamente a x t avre- 
mo (39) 



ora q—p b positivo, poiché, per ipotesi, q^>p. Se dun- 
que a>i, anche (266) a q ~ p sarà ^>1, e quindi a q '^>a p . 
Se poi a<l, anche a q ~*<^ 1, e quindi a q <^a p . Dunque, 
nel primo caso, a x aumenta quando x passa dal valore p 
al valore q, e nel secondo diminuisce. 

268. Osservazione IV. Si possono attribuire ad x 
valori commensurabili così poco differenti tra loro, che 
o* vari tanto poco quanto si vuole. 

Sia m un valore commensurabile qualunque di x. 
Dico che si può aumentare m di una quantità x assai 
piccola perchè la differenza a m+a — a” risulti piccola 
quanto si vuole. 

Abbiamo 

a m+a = a".a a , 

e quindi 

a * +a _a-_ 0 »(a«— i). 
t 

a m è indipendente da x; basterà dunque dimostrare 
che a*— 1 può essere reso piccolo quanto si vuole da 
valori sufficientemente piccoli di x. Supponiamo prima 
a]> i. Qualunque sia il valore positivo di *, a® sarà 
sempre (266) maggiore dell' unità. Per dimostrare che 
vi si approssima quanto si vuole, basta far vedere che 
può divenire minore di un numero qualunque 1+t mag- 
giore dell’ unità, cioè che si può scegliere * in modo 
che sia 

x / 

dove i è tanto piccolo quanto ci pia e. Infatti, poniamo 
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<* = -£-, la diseguaglianza precedente diviene 

K 


ossia 


('1-H«)‘> fl- 


ora, un numero 1-f-i maggiore di uno, può sempre es- 
sere inalzato a una potenza assai grande perchè il risul- 
tato superi un numero dato a; perchè ponendo 1 +* = /», 
abbiamo 

h — 1 = t, 
h'— h = ih> f, 

h'-h'-' = £/»*-'>*; 

sommando queste diseguaglianze, e togliendo i termini 
che si distruggono dal primo membro, si ottiene 

h k — l>fcr, 

onde, sostituendo ad h il suo valore 1-f-c 

(l+«)‘>l+fc, 

e ki potendo divenire, per valori convenienti di k, grande 
quanto sì vuole, e quindi potendo rendere l-t-fci>a,la 
proposizione è dimostrata. Se a<l, si rappresenterà 

1 1 

con - 7 , e jsarà a' >1 tonde avremo a* = -r-; ora, poi- 
a a® 

chè per quello che abbiamo dimostrato, a '« può differire 

tanto poco quanto si vuole dall’ unità, lo stesso avverrà 

anche di -4- ossia di a®, 
a* 

269*. Osservazione V. Una espressione che gode 
la proprietà di variare di tanto poco quanto si vuole 
per aumenti sufficientemente piccoli dati a una va- 


t 

*’♦ 

I 
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riabile x che essa contiene, dicesi funzione continua 
di x, ed è chiaro che se, per due valori x e /3 di x, 
essa prende due dati valori, potrà anche, per un valore 
conveniente di x compreso tra * e /3, prenderne uno 
qualunque intermedio. Ammettendo questa definizione 
potremo dire che a* è funzione continua di x. 

270. Le osservazioni precedenti ci permettono di 
definire a*, quando x è incommensurabile. Diremo: 
a x rappresenta, per un valore incommensurabile h attri- 
buito ad x, un numero compreso tra i valori, di a* che 
corrispondono agli esponenti commensurabili minori 
di A, e quelli che corrispondono agli esponenti maggiori 
di h. Questa definizione, analoga a quella data in aritme- 
tica O per le radici quadrate e cubiche assegna ad o* 
un valore unico e determinalo. 

Infatti, supponendo, per fissar le idee, che i valori 
di a* rappresentino lunghezze portate sopra una linea 
retta partendo da una data origine, l’estremità di quelle 
che corrispondono ai valori di x<A, occuperanno una 
regione della retta; quelle che corrispondono ai valori 
di x~^>h ne occuperanno un’altra; e risulta dalle osser- 
vazioni precedenti che queste regioni sono intieramente 
separale (267), e che non può esistere tra loro veruno 
intervallo di astensione finita (268), ma un semplice 
punto di divisione. La disianza, a cui si trova questo 
punto dall’ origine, misura o\ 


Risoluzione dell’ equazione O* “ b. 

271. Se a e b sono numeri positivi, 1’ equazio- 
ne a* = 6 ha sempre una soluzione, e una soltanto. Per 
dimostrarlo distingueremo due casi. 

1°. a>l. Abbiamo veduto (268) che si può sem- 

(*) Vedi Aritmetica di Bertrand , n. 538 e 569. 
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pre trovare un valore di x sufficientemente grande per- 
chè o* superi una grandezza qualunque data; ma, per 
x=0, a x — 1, dunque poiché o* è funzione continua 
di x, esisterà sempre (269') un valore di x maggiore 
di zero, per cui o* prenda un valore qualunque com- 
preso tra 1 e una quantità grande quanto si vuole, ossia, 
come suol dirsi, compreso tra -4-1 e ~h» . 

Se diamo ad x valori negativi ponendo, per esem- 
pio, x — — m, avremo 



ed m variando da 0 a -+- 00 il denominatore del secondo 
membro prende lutti i valori possibili > 1, e quindi la 
frazione tutti i valori possibili <[ 1. 

o* non può prendere due volte lo stesso valore, per- 
chè se avessimo o*=a", se ne dedurrebbe 1 = a*“*\ 

o 

Ora, la potenza 0 di un numero >1 è evidentemente 
la sola che sia eguale all’unità; quindi dovrebbe essere 

x — x'. 

2°. a<l. Poniamo a = -^ r ; sarà a'>i, e 


e per quello che abbiamo dimostralo mentre x varia 
da 0 a -t-eo , a" prende tutti i valori possibili maggiori 
dell’ unità, dunque a* prenderà tutti i valori compresi 
tra 0 e 1. Variando # da 0 a — 00 , a" prende tutti ì va- 
lori possibili minori dell’unità, e quindi a m prenderà 
tutti i valori maggiori dell’ unità. Dunque anche in questo 
caso, 0 * può prendere un valore positivo qualunque. 
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272. Dimostralo che l’ equazione 

( 1 ) <f =6 

ha una soluzione, ed una soltanto, determiniamo le. fra- 
zioni integranti successive della frazione continua che 
rappresenta questa soluzione. Otterremo così una serie 
di valori approssimali ad x, e posti (236) sotto la forma 
più semplice che possano prendere col grado di appros- 
simazione che hanno. 

Primieramente supponiamo a>leà>l. Diamo 
ad x i valori successivi 0, 1 , 2, 3, 4, ... . finché si tro- 
vino due potenze consecutive di a , o" ed a r ‘*‘ l , che com- 
prendano b, in modo che 

a" < 6, a n+l > è; 

x sarà evidentemente compreso tra n ed n-i-1, e po- 
tremo porre 

( 2 ) *=»+!, 

e y sarà determinalo dalla equazione 


i 



a n+ 7=b, 

ossia 

4 


a" .ar = b ; 

onde si deduce 

I b 


Or = — - , 

a" ’ 


/ h \» 

( 3 ) 

0= fe) ! 


e quindi l’ equazione che deve determinare y ha la forma 
eguale a quella delia proposta, e si deduce da quella 

sostituendo a a b, e ~ ad a, ed a e ~ sono maggiori 

di uno. 
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Diamo a y i valori successivi i, 2, 3, 4, fin- 

ché si trovino due potenze consecutive di —, 
l b \ m +' 

e (— ) j che comprendano a tra loro, in modo che 

$'<*■ (£f>- 

y sarà evidentemente compreso tra m e m+i, e potre 
mo porre 

(4) y=m -f-i-, 

z 

e s sarà determinalo dalla equazione 

/ b \~4 

\a') = °' 


che si porrà facilmente sotto la forma 



Dunque abbiamo, per determinare *, una nuova equa- 
zione esponenziale. Troveremo, per mezzo di sostituzioni 
successive, la parte intera p di z, porremo 

( 6 ) + 


e formeremo una nuova equazione esponenziale che de 
terminerà «. Le equazioni (2), (4) e (6) daranno eviden- 
temente 




m + 


p-h — . 
u 


ì 
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Continuando nello stesso modo, si troveranno tanti quo- 
zienti incompleti quanti si vogliono della frazione con- 
tinua che rappresenta x. 

Esempio. Si voglia risolvere 

2* = 7. 


Poiché 7 è compreso tra 2* ossia 4 , e 2* ossia 8, por- 
remo 


onde si deduce 


a? = 2-+- — ; 

y 


ar=‘- 


1 f 7 

Poiché 2 è compreso tra e f J ossia , porremo 


onde 


y ==i ~ h T' 

s 




7 . , /8\‘ . 4096 

-j- è compreso tra ossia 


( 4 )‘ 


ossia 


3-27G8 

16807 


onde 


, quindi porremo 


* = 4 + - L, 
u 


/IGo'm _ 

V1C38V/ ” 7 ’ 

c potremo trovare la parte intera di u in modo analogo. 
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Arrestando l’operazione a questo punto, abbiamo 


! 


x = 2 -t- ■ 


lH- 


4 + 

u 


e per le prime ridotte 2, 3, si può dunque pren- 

o 

\k . 

dere per valore approssimato di x. 

5 • ' 

273. Se a e b non sono ambedue maggiori di uno , 
è facile trasformare l’ equazione 

(1) a r =b 


in un’ altra che sodisfaccia a questa condizione. 

Infatti, siano a>l, b<C.\\ risolveremo l’equa- 
zione 



e per sodisfare alla (I), basterà prendere, col segno — , 
il valore positivo trovato per x. 

Sieno a<i, 6>1; risolveremo 



e il valore di x, preso col segno — , sodisfarà alla (1). 
Finalmente, sieno a<l, 6 <1 1; risolveremo 



che equivale evidentemente all’ equazione (1). 
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Definizione dei logaritmi. 

274. Quando esiste la relazione 
a' = b, 

si dice che a? è 11 logaritmo del numero b nel sistema a 
base a, e si scrive 

x — log b. 

L’insieme dei logaritmi dei differenti numeri, cor- 
rispondenti a una stessa base a, forma un sistema di lo- 
garitmi. I logaritmi di uno stesso sistema godono di 
proprietà molto importanti, che ora dimostreremo. Sup- 
porremo sempre la base positiva. 


Proprietà dei logaritmi. 

275. Il logaritmo del prodotto di due numeri è 
eguale alla somma dei logaritmi di questi numeri. 

Infatti, sieno x e y i logaritmi dei numeri b e e; 
avremo (274) 

o* = b, 
a* = c; 

e, moltiplicando queste due equazioni membro a membro, 
a*** = bc; 

dunque x-\-y è il logaritmo di bc, e abbiamo 
log bc — log b -+- log c. 

276. Il logaritmo del quoziente di due numeri è 
eguale alla differenza dei logaritmi di questi numeri. 

Infatti, siano x ey i logaritmi di due numeri b e c. 
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A 

avremo (274) 



e, dividendo le due equazioni membro a membro, 



dunque x — y è il logaritmo di —, e si ha 

c 

log A-logè — log c. 

c . , 

277. Il logaritmo della potenza n wi “* d' un numero 
è eguale, qualunque sia n ( intero o frazionario, posi- 
tivo o negativo), al prodotto di n per il logaritmo di 
questo numero. 

Sia x il logaritmo di b, sarà 

a m — b; 

onde, inalzando i due membri alla potenza n, 

a nx = b n ; 

dunque nx è il logaritmo di b n , e si ha 
log b* — n log b. 

278. In un sistema qualunque di logaritmi , l'unità 
ha per logaritmo zero, e la base ha per logaritmo 
V unità. 

Infatti, abbiamo, qualunque sia a, 
a® = i , a 1 = a. 

279. Quando la base di un sistema è ]> 1, i nu- 
meri maggiori dell * unità hanno i logaritmi positivi , e 


■ •*+ 
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i numeri minori dell ’ unità hanno i logaritmi negativi. 
Accade l' opposto se la base è < 1. 

Infatti, abbiamo veduto (266) che le potenze posi- 
tive d’ un numero maggiore dell* unità sono maggiori 
dell’ unità, e le potenze negative sono minori dell’ unità. 
Accade l’ opposto per le potenze dei numeri minori del- 
l’unità. Dunque se <*>i, l’equazione 

a* = b 

richiede che x, ossia log b, sia positivo se b > 1, e ne - 
gativo se 1. 

Se poi a < 1 , l' equazione 

a‘ = b 





i 

j; 

!Ì 


esige che x, ossia logà, sia negativo se 1, e posi- 
tivo se b < 1. 

Osservazione. I numeri negativi non hanno loga- 
ritmi, perchè le potenze positive o negative di una base 
positiva sono tutte positive. 


Identità dei logaritmi algebrici e aritmetici. 


280. I logaritmi, quali li abbiamo definiti (274), 
non differiscono da quelli considerati in aritmetica (*), 
che sono stati derivati dal confronto dei termini di due 
progressioni. 

Infatti, se consideriamo una serie di numeri in 
progressione per quoziente che cominci dall’unità: 


— i.q.q .g .g g . g » 


e se chiamiamo x il logaritmo di ?, i logaritmi dei dif- 
ferenti termini di questa progressione saranno (277) 


I 


0, x, 2x, 3x, 4 x,....,nx, (n-f-l)x, 

O Vedi Aritmetica dì Bertrand, Cap. XVI. 
le «Ai *aa Astuzie 


‘ie UA* WA wtuAO /V k> **Jl* y 


pz ■***% . . 

0 <T> i ■ve n 


i» < 

JL. 


aT /v < a*a 
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e formeranno una progressione aritmetica che comincia 
con 0. 

281. Ora, se inseriamo un numero k di medi tra i 
termini consecutivi delle due progressioni, si dice in 
aritmetica, che i termini così introdotti nella progres- 
sione per differenza sono i logaritmi dei termini «orri- 
spondenti della progressione per quoziente. Vedremo ora 
che le conseguenze di questa definizione sono d’ accordo 
con quella che abbiamo data di sopra. 

' Infatti, se inseriamo k medi tra i termini g", g" 4 * 1 
della progressione per quoziente e i termini nx, {n-\-ì)x 
della progressione per differenza, le ragioni delle pro- 
gressioni formate da questi medi saranno 


Vq, 


x 

k+i' 


e il p‘ ,im * medio sarà, nella progressione per quoziente, 


e, nella progressione per differenza, 

px 


tlX H~ 


k + 1 


Ma abbiamo 




nx 


g % X(Vg) p =9^, 


e poiché x è, per ipotesi, il logaritmo di q, il secondo di 
questi numeri sarà il logaritmo del primo (277). 

282. Abbiamo veduto che un sistema di logaritmi, 
quale si è definito in algebra, può sempre derivarsi 
dalla considerazione di due progressioni conveniente- 
mente scelte, e rientra nei sistemi considerati in aritme- 
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lica. Si può anche dimostrare che il sistema di logaritmi 
definito da due progressioni qualunque sodisfà sempre 
alla definizione data (274). 

Infatti , sia il sistema definito dalle due progressioni 

li ? » ? i ••••? > 

0, £, 2 nS. 

Poniamo 

Q n = 0 , nS = r; * 

r sarà il logaritmo di 0. Dalla seconda equazione si ricava 



e sostituendo questo valore nella prima, 
ossia 



y è dunque la potenza alla quale bisogna inalzare la base 

fissa q* per riprodurre il numero 0, e secondo la defini- 
zione dell’ algebra (274), è il logaritmo di 0 nel sistema a 

base q*. 

Come ai peata da un sistema ad un altro. 

283. Il numero a, il quale inalzato a differenti po- 
tenze dà tutti i numeri, si chiama la base del sistema 
de’ logaritmi che si considera. Mutandola base, tutti i 
logaritmi si mutano , ma è facile accorgersi che conser- 
vano valori proporzionali , e rimangono tutti moltiplicati 
per uno stesso fattore che si chiama modulo di un sistema 
rispetto all’ altro. 
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Siano a ed a' due basi qualunque, e x, sd i loga- 
ritmi di uno stesso numero b nei due sistemi , in modo 
che sia 

(1) a"—' b, 

( 2 ) a' x, — b . 

Prendiamo i logaritmi, a base a’, dei due membri 
dell* equazione (1) , avremo 

(3) xl a a = l a >b, 

indicando con l a > il logaritmo di un numero preso nel 
sistema a base a,'. Ora , rammentandosi che X è il loga- 
ritmo di b, a base a , l’ equazione (3) prova che i due 
logaritmi di un numero qualunque b, presi nei sistemi 
a basi a' ed a, hanno per rapporto il numero costante l al a. 

Avremmo potuto prendere egualmente i logaritmi a 
base a dei due membri della equazione (2)» e avremmo 
ottenuto 

x'l a o! = IJb. 

Onde si deduce che il rapporto dei due logaritmi di 
un numero qualunque b, presi rispettivamente nei sistemi 

a base a' ed a, è eguale ad T . Avevamo trovato sopra 

l a d 

che questo stesso rapporto è l a a; dunque, perchè i due 
risultati coincidano dovrà essere 



Questa eguaglianza è evidente; infatti, ponendo 
l„a' = y, — 
si ha , per definizione , 

o v =o\ a" = a; 

e ponendo nella seconda equazione il valore di a’ dato 
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dalla prima, si ottiene 

(a*)* = <*»* = «, 

ossia 

yz = 1 . 


Xiogaritmi volgari. 


284. 1 logaritmi dei quali comunemente ci serviamo 
sono quelli dei quali sono state calcolate le tavole colla 
base eguale a 10. È stata spiegata in aritmetica la dispo- 
sizione e r uso di queste tavole, e non importerà tornarci 
sopra. Diremo soltanto qualche cosa dei logaritmi ne- 
gativi dei quali non fu fatta parola in aritmetica. 


Xiogaritmi negativi. 


285. Se la base a è > 1 , e il numero b che si con- 
sidera è < 1, l’ equazióne 

a’=b 

darà per «un valore negativo; perchè abbiamo veduto 
(271) che per far prendere ad a* i valori compresi tra 
1 e 0 bisogna fare variare a; tra 0 e — oo . Quindi i nu- 
meri minori dell’ unità hanno i logaritmi negativi. Questi 
logaritmi godono tutte le proprietà dimostrate di sopra , 
perchè non abbiamo fatta finquì veruna ipotesi sul se- 
gno dei numeri considerati. Osserveremo soltanto che i 
logaritmi negativi non sono dati direttamente dalle ta- 
vole; ma la loro determinazione non offrirà difficoltà. 
Infatti supponiamo che il numero b < 1 sia dato sotto 

la forma di una frazione —, avremo 

n 

log — = log m — log n = — (log «—log ni). 
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e quindi il logaritmo negativo si otterrà mediante una 
sottrazione. Nel calcolo è comodo preparare il loga- 
ritmo in guisa che ne sia negativa soltanto la caratte- 
ristica; perciò si aggiungerà alla parte intera di logm 
un tal numero che se ne possa sottrarre log n; la dif- 
ferenza sarà la parte decimale del logaritmo cercato, e 
gli si darà, per caratteristica negativa , il numero intero 
che abbiamo aggiunto a log m. 


Esempio. Si debba calcolare 



avremo 


log ^ = log 3 — log 47 = 0,47712125— 1,67209786 

= 2,47712125— 1,67209786 —2 
=0,80502339—2 = 2,80502339. 


11 segno — sopra la caratteristica indica che soltanto 
essa è negativa. 


Oxervazione ralle questioni di fratti. 


286. Si dimostra in aritmetica (*) che una som- 
ma C impiegata al fruito composto diviene dopo » anni 

indicando r il quanto per cento l’ anno è stato conve- 
nuto di frutto. Le convenzioni relative agli esponenti ne- 
gativi e frazionari danno il modo di rendere questa for- 
mula più generale. 

1*. Se » è frazionario e rappresentato da — , sup- 
poniamo che il principio dei frutti composti si estenda 

(*) Vedi Aritmetica di Bertrand, n° 451. 
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alle frazioni di anno, e chiamiamo x il quanto per cento 

di frutto si ha in — di anno. 

? * i 

L’ unità di moneta rendendo -r^r dopo — di anno , 


100 


x 


dopo questo tempo diviene 1-f- — , e una somma qualun- 
que nello stesso tempo diverrà moltiplicata per 1 + 


x 


100 

Se dunque si pone a frutto P unità di moneta per di 
anno, cioè per un anno intero, diverrà moltiplicata q 
volte per * ossia P er ifò) ’ 6 P°‘ c ^ deve 


divenire 1- 


100 


, avremo 


onde si deduce 


( 1 + ifò) =I+ I55 ; 


* È evidente che P unità di moneta impiegata a> 
frutto composto per di anno diverrà moltiplicata per 

(l -i- lfo) , ossia per (l-i-^)*, e quindi una som- 
ma qualunque C diverrà 

r V 
c(l4 “lW 

2°. Se » è negativo, considereremo la questione nel 
modo seguente: 

Una somma che oggi vale C è posta a frutto da un 
tempo indeterminato; quanto valeva n anni fa? 
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Indicando con X il valore incognito , X posto a 
frutto per n anni è divenuto C; quindi 


onde 


x = c ( 1+ ifoP 


Esercizi. 

1°. Risolvere l’ equazioni 

, * v =y% 

x r = y*. 

2°. Risolvere l’ equazione 

3 *r gS*-» _ ? x-i n*-* 


3°. Risolvere l’equazione 

(a>-2a’6'+6'r'=fc^. 

4°. Risolvere l’ equazione 

— 4739. 

. S°. Risolvere l’ equazione 

— 1200 . 
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CAPITOLO UH. 

•OPRA AB ESPRESSIONI CHE SI PRESENTANO 
SOTTO FORMA INDETERMINATA. 


287. Quando 1 due termini di una frazione si an- 
nullano contemporaneamente per valori delle lettere che 
contengono, 1’ operazione indicata da quella non ha 
più significato. Qualche volta compariscono espressioni 
di questa forma , cercando risolvere un problema inde- 
terminato (Cap. VI). Qualche volta anche la frazione 
prende questa forma indeterminata per un fattore eguale 
a zero , per il quale sono stati moltiplicati i due termini 
della frazione, o i due membri di una dell’ equazioni 
dalle quali è derivata. Ne abbiamo veduto un esempio 
(100). In ogni caso, bisogna esaminare accuratamente 
l’origine della espressione proposta, per riconoscere se 
i ragionamenti che yì hanno condotto sono difettosi, 
per una delle cagioni che abbiamo dette o per altre 
analoghe. Se poi sia dimostrato, con tutto il rigore de- 
siderabile, che i ragionamenti fatti sono giusti, e che il 
problema proposto è risoluto quando è verificata 1* equa- 
zione 

Ax = B, v 

ossia (se A non è nullo) quando 



è chiaro che una ipotesi che annullerà nello stesso 
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tempo A e B permetterà di prendere x arbitrariamente, 
poiché si ha, qualunque sia x, 

oy(x = o. 


\ 


288. Anche quando si trovano in difetto i ragiona- 
menti che hanno condotto a un’ espressione che prende 

la forma -jj-, per trovare il vero valore della incognita 


che essa rappresenta, ci possiamo molte volte servire della 
medesima, invece di tornare a risolvere la quistione in al- 
tro modo che sia perfettamente rigoroso. Infatti, osservia- 
mo che questa espressione, della quale possiamo servirci 


finché non ha preso la forma 


0 

0 * 


darà la soluzione del 


problema per ipotesi differenti tanto poco quanto voglia- 
mo da quella per cui nasce la difficoltà. Se dunque la qui- 
stione è tale che un piccolissimo cangiamento nei dati ne 
debba portare uno piccolissimo nei risultati, ossia se 
P incognita dev’ essere una funzione continua (269*) delle 
quantità date, quando i due termini della frazione si av- 
vicinano a zero, il loro rapporto si andrà indefinitamente 
avvicinando al valore che cerchiamo, e ne differirà tanto 
poco quanto si vuole; dunque questo sarà il limite (*) 
della stessa espressione. Questo limite si suol chiamare 

il valor vero della frazione che diviene 


289. Per trovare il valor vero di una espressione 

che, per una data ipotesi, si presenta sotto la forma 

bisogna transformarla in altra che le sia eguale e non 
dia luogo alla stessa difficoltà. Daremo alcune regole per 

il caso nel quale P espressione considerata diviene 


(*) Vedi NoU vi. 
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In conseguenza di un valore particolare attribuito a una 
sola delle lettere che essa contiene. 

290*. Quando, sopra un espressione che diviene -|j- 

per un dato valore di una lettera che essa contiene , per 
esempio per x—a, dovremo effettuare le transforraa- 
zioni necessarie perchè non si presenti più sotto questa 
forma, saremo in diritto di moltiplicare o dividere i 
due membri di una equazione e i due termini di una 
frazione per espressioni che sono eguali a zero per a? = a, 
e con questo non siamo in contradizione con quello che 
fu avvertito (43), perchè da quello che abbiamo detto 
sopra risulta che queste transformazioni debbono servire 
soltanto a farci conoscere i valori corrispondenti a tutti 
i valori di x differenti da a, dalla cognizione dei quali 
deduciamo quello corrispondente ad x — a, che deve es- 
sere il limite dei medesimi, affinchè tra i valori di x vi 
sia continuità. 

291. Caso in cui l’ espressione considerata è il quo- 
ziente di due polinomi interi. 

Sia la frazione 

F B>x n ~*-h .... -+-B n 

. . . .-hA m 1 

la quale, per ar = a, prende la forma -5-. II numera- 
tore e il denominatore annullandosi per xz=a, sono 
ambedue divisibili (147) per x—a. Togliendo questo fat- 
tore comune, la frazione F prenderà la forma 

P_ x K ~ i ^-B\x n ~' i ~i-B' t x n ~ 3 -i - .... 

x m ~ i -t-A\x m ~ t -+-A\x m ~ i -i- • • • 

Se i due termini non si annullano più per x = a , 
non rimarrà altro da farsi , che sostituire questo valore 
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di a;, e si otterrà così il valor vero di F. Se si annullano 
tuttora, li divideremo nuovamente per x—a, e così di 
seguito, finché non si trovi una frazione che non pre- 
senti più la stessa difficoltà. È evidente che questa si 
troverà sempre, perchè ogni volta che si dividono per 
x — a i due termini della frazione proposta, il loro grado 
diminuisce di una unità, e se l'operazione non avesse 
termine prima, si troverebbe finalmente un quoziente 
indipendente da x. 

Applicazione. Determinare il valor vero di 

,, x'-hax 3 — 3a*x 3 — a s 3H-2a 4 

x K — ax* — 13a*as*-f-25a*a: — 12a* ’ 

per x — a. 

Dividendo i due tèrmini per x— o, la frazione F 
diviene 

x'-^ìax' — a*x — 2 a 3 
x 3 — 13a*a?4-12a* * 

Anche questa, per x = a prende la forma Ma, di- 
videndo i due termini per x—a , diviene 

ag*+3aa:4-2a* 

ar*-|-aic — 12a* ’ 

6 3 

che, per x—a , prende il valore — ossia — jp Si 
ha dunque 



292. Caso delle espressioni irrazionali. 

Ci limiteremo anche qui al caso in cui prendono 
una forma indeterminata, per un valore attribuito a una 
sola lettera. 
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Cominceremo da esaminare P espressione della 
forma 

p- Vt-VO ' 


che, evidentemente, diviene per x = a. A questa si 

M 

possono ridurre quasi tutte le altre. Ponendo \/x = x' , 

m 

y/a — at, e quindi x~x' m , a = o' m , P espressione F 
diviene 

x r — a' 
x' m — o' m ’ 

ossia, dividendo i due termini per x'—a', 


'o*— 1 . * . i Jm-l 

x x -Ha 


che, per ®=a', diviene 


ma 


1 

7m=I» 


cioè 

1 

* m * 

m\/ o m_1 

293. Consideriamo ora una espressione che con- 
tenga un numero qualunque di radicali, e divenga per 
un valore attribuito a una delle lettere che contiene. Sia 


( 1 ) 


P-'r-x/Q+yH—V^S 


ove P, Q, H, S , P, Q\ R\ S 1 , T’ sono polinomi interi 
rispetto ad x, e sia x — a il valore di x per cui F di- 
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\iene — , in modo che, indicando con P a , Q a , R at s , 

P** Qm • T „ i valori di questi polinomi quando 

vi si pone a in luogo di x, si abbia 


( 2 ) Pa+vvi+v ir a -v's:=o, 

< 3 > p ^VQl^VK-V^-V'r a = 0 . 

Potremo scrivere il valore di F sotto la forma 

(4) F= 

perchè basta sottrarre dai suol due termini i primi 
membri dell’ equazioni (2) e (3) che sono ambedue 
eguali a zero. 

Ora , se dividiamo ambedue i termini di F per a?— o 
otterremo ' 


<8)F= 


+ V*-V* a V7-yT a 


*»’ tn> ^ Jp — — 

P’-P’^ Vv-VQ'* . x^-x/F; x/t—^/T^ 

— rr; 


e per trovare il valor vero di F, basterà trovare quelli 

delle frazioni . - ~ p * V Q~V Q a VR—V R a 

’ x-a ’ *-a ’ ~x-a eC, > 

che si presentano tutte sotto la forma A. La prima fra- 
zione, che non contiene radicali, si calcolerà col metodo 

dato (291), ed è evidente che basterà dividere P P a 

per x—a, e porre x = a nel risultato. Poiché tutte le 
altre frazioni hanno forma eguale , basterà considerarne 
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una soltanto, per esempio 


VQ-VQa 

x—a 

Questa espressione può scriversi nel modo seguente: 


VQ-Vth Q-Q* 

Q—Qa ‘ * 

Ora, ambedue i fattori hanno un limite, che sap- 
piamo calcolare. Infatti, quando x si approssima ad a , 

n m _ 

Q sì approssima a Q„, e può paragonarsi 

_ Q Qa 

m m — 

all’ espressione )/ x _ considerata (292): quindi il 


x — a 


suo valor vero è 


m— | 


mVQ t 

Quanto a 9mP a che non contiene radicali , il suo 

OC (l 

valor vero si troverà col metodo esposto (291). 

Esempio. Trovare, per x = 1, il valor vero della 
frazione 


!A\ r> _ — v'x-’ri -+- y/ Sx—i — \/20x-4-12, 

(ì; t — a » 

rr’-t-i-t-'V/ 3a:-t-l — y/ 63af-nl 
È facile assicurarsi che questa frazione diviene 


0_ 

0 


per a:=l: perchè, per questo valore il numeratore diviene 

* a « 5 a a _ 

\/S — v'ir -+■ y/i — \/32 = 2 — V'a •+• y/2 — 2 = 0 , 
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e il denominatore diviene 

3 3 

2 — = 2 + 2—4 = 0 . 

Seguendo il metodo indicato, porremo la frazione 
F sotto la forma 


( 2 ) 



**+1-2+ (v^-vrM Vear+i -\/ eJ 


» 


e, dividendo i due termini per x—i , 


( 3 ) 


3 3 _ 3 3 4 4 3 i 

a/it-UI-a/b \/7Z\-\/ì . a/sx-I-vT a/20*+I2-\/32 

~ ~ x -4 x-( 

— a j— 3 *3 

*«+t-2 \Zì^H—\/* ^/ear+(-\/ &t 

*-• + *-l “ *-l 


Ora, abbiamo 


W 

(*) 

{«) 

CO 

(8) 

w 

(IO) 


3 3 3 3 

V / 2j+ 6 — y/8 _ y/ 2x+6— \/8 2x — 2 

*— l — 2r+6— 8 ' X— 1 ’ 

a 2 _ 2 2 _ 

V'ff+t — \/2 _ \/.t +1 — V 2 

*É— 1 « + 1—2 ’ 


4 4 4 4 t 

t/Sx— 1-^/4 V'5-r— i-'V/'t 8 

x—i ~ Sx—i—i ■* «—1 * 

3 3 _ 3 3 

\/20«+12— y/32 _ y/20 r-+l 2— \/32 20«— 20 

« — 1 ~ 20x+12 — 32 x — 1 ’ 


«*+l — 2 
«—1 


= £+1 , 


3 3 2 3 

\/3«+l — y/ 4 _ y/3x-t-l— ■y/T~ 3«— 3 
x — 1 3r+l — 4 * x—i ’ 

3 3 _ 8 I __ 

y/O.Tj+1— y/64 _ y \/64 63«— 63 

x — 1 O.ix+l — 04 ' X — 1 

21 




1 


1 


i 
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Applicando i metodi esposti sopra, si trova facil- 
mente che i veri valori dell’ espressioni (4), (5), (6), (7), 
(8), (9), (10), per x = \, sono 


- V g * 

* _ ’ 2 \/l ’ 4 — 

3V/64 V 4\/64 


S, 




s\/(W 

onde il valore vero di F sarà 


2\/4 * 

V 3\/ (64)* 


63; 


2 1_^ 8 20 t i 

3^/64 2V/ ^ 4^/64 8^/(W_8V/2 — 12 ^ ~ 3 

3 63 23 — 23 

- 2\/4 16 

V 3V(64)* 

294. Osservazione. Il solo caso d’ eccezione che 
presenta il metodo precedente è quello in cui sommando 
i veri valori delle diverse frazioni nelle quali abbiamo de- 
composto il numeratore e il denominatore della frazione 

proposta, si trova tuttavia per risultato -jj-.Se uno .solo 

dei due termini diviene nullo, non vi è difficoltà; la fra- 
zione converge verso zero quando si annulla il solo nu- 
meratore, cresce indefinitamente quando si annulla il 
solo denominatore. 


Sopra le frazioni che prendono la forma 

295. Quando i due termini di una frazione aumen- 
tano indefinitamente col valore di una lettera variabile 
che contengono, è utile qualche volta determinare il 
valore limite di questa frazione. Per ottenerlo, si deb- 
bono dividere i due termini per una potenza tale della 
lettera che aumenta indefinitamente, che nessuno di 
loro divenga più infinito, e che nonostante non tendano 
ambedue verso zero; il limite diviene allora evidente. 
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Esempio 1°. Limite di 

— 4jm-1 
Ix'-hX'-tX* ’ 


quando x aumenta indefinitamente. Dividendo per x * i 
due termini della frazione, si ottiene 




x 


1 

x 


1 

X 1 . 


espressione, che quando x aumenta indefinitamente, si 

1 

approssima evidentemente al valore 
Esempio 2®. Limile di 


3 

*+ 2x 

4 a 1 

. \/ -+- \Zx*-{-l 

quando x aumenta indefinitamente. Dividendo per x i 
due termini della frazione, essa diviene 


» 



e quando x aumenta indefinitamente, si approssima a 

> _ 

V' T -+- 2 _ 3 

4 a « 

\/S -H y/ì H-\/5 

296. Osservazione I. Se dopo la divisione il nume- 
ratore avesse per limile 0, e il denominatore un limite 
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differente da 0, la frazione proposta convergerebbe 
verso 0; nel caso opposto, crescerebbe indefinitamente. 
Esempio. 

5a?*4-7 a:-t-l 
a;*-(-2a?+l 1 

converge verso 0 quando x aumenta; e 

\/ x 3 -h2x-t-i 
x+i ’ 

aumenta indefinitamente. Ge ne assicuriamo facilmente 
dividendo per x * i due termini della prima frazione, e 
per x quelli della seconda. 

297. Osservazione II. Se si trovasse difficoltà a 
determinare la potenza di ar, per la quale conviene di- 
videre i due termini della frazione, bisognerebbe divi- 
dere per una potenza indeterminata x* , e quindi de- 
terminare il valore di a in modo che nessun termine 
divenisse infinito con x, e che tutti non divenissero 
nulli. 

Esempio. Trovare il limite di 

T a 

\/x'-i-ÌX-}-i \/ x‘-t-5.T-4-l 

5 « ‘ 

\/x t -hx-i-3 4- \/2x 8 h-3 

Dividiamo i termini per x a ; la frazione diverrà 

v * 

'y/ x t ~ ia -+- 4x 1-7a -+- 

5 0 

y h- jl + y *-» + 

Per sodisfare alle condizioni enunciate, bisogna procu 


x‘° 


\/ "T l— 
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rare che nessun esponente sia positivo. Dunque si dovrà 
avere (*) 

3 — 7 a < 0, 2 — 5a < 0 , 

4 — 3a<0, 8 — 6« <0; 


onde si conclude 




e il minimo valore di a, che sodisfaccia a tutte queste 
condizioni, è a = 4-; che è quello che dovremo pren- 
dere; poiché un valore maggiore renderebbe tutti i ter- 
mini nulli per a; = oo. Facendo <x = -^-,e sopprimendo 

tutte le potenze negative di x, che divengono nulle 
quando x aumenta indefinitamente, si vede che il limite 
della frazione proposta è 

3 

yl l 

‘6 « * 

Va \/2 


Espressioni ohe si presentano sotto la forma CO — CO . 

298. Considereremo soltanto il caso in cui l’espres- 
sione che si presenta sotto la forma oo— co è la diffe- 
renza di due radicali di secondo grado , o di un radi- 
cale di secondo grado e di un polinomio razionale. 

Sia la differenza 

VT-VQ, 

dove P e Q sono due polinomi in x, che divengono 

('; I segni < > significano minore o eguale, maggiore o eguale. 
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ambedue infiniti, quando i valori attribuiti a questa 
lettera aumentano indefinitamente. Moltiplichiamo e di- 
vidiamo questa differenza per \Z~P-\-\TQ: essa pren- 
derà la forma 

s/v+VQ' 

Se il polinomio P — Q è indipendente da x , poiché 
il denominatore aumenta indefinitamente col valore di 
questa lettera, la frazione diminuirà indefinitamente e 
convergerà verso zero. Se P—Q contiene x, aumenta in- 
definitamente, e la quistione si riduce a trovare il valor 
vero di una frazione che prende la forma £|. 

Esempio. Trovare il valor vero di 

a 

\/x s — 7x-+-l — X 

quando x aumenta indefinitamente. 

La differenza proposta equivale a 

x* — 7x -+- 1 — x * _ 1 — 7x 

\Zx r — 7x+l ac x-h^/x 1 — 7x-»-l ’ 

e dividendo ambedue i termini per x f 



che, coll* aumentare di x, converge verso 
—7 —7 

nvr 2 * 
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Sopra le e*pre*»ioni che contengono più lettere variabili. 

299. Quando una espressione prende forma inde- 
terminata per piu valori simultanei attribuiti a lettere 
che contiene, si deve riguardare, in generale, come 
indeterminata. Il limile verso il quale converge quando 
le lettere si approssimano ai valori che vogliamo at- 
tribuire alle medesime, dipende dalla legge con cui ac- 
cade r approssimazione, cioè dalle relazioni che i loro 
. valori mantengono oella variazione. 

Consideriamo, per esempio, l’espressione 

a?4-y— 3 
. xy — 2 ’ 

la quale per x = 1 , y =2, diviene Poniamo x=ì •+•« 
y = questa espressione diverrà 

2a-f 


ossia, dividendo sopra e sotto per p, 

i- 4-1 

£ 


f+ 1+ ‘ 


e il limite dei valori, che prende questa espressione 
quando a e fi convergono verso zero, dipenderà dal li- 
mite del valore di 4-. Se, per esempio * = il va- 
P 


lore di -r- sarà 
P 

proposta 


m, e avremo per limite dell’ espressione 

m-t-1 
2m-hl 1 
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il quale per una scelta conveniente della quantità arbi- 
traria m,potrà prendere un valore qualunque. 

300. Osservazione. Una espressione che si pre- 
senta setto la forma è, in generale, indeterminata, 

se prende questa forma per valori attribuiti a più let 
tere; ma vi sono eccezioni. Spesso, per esempio, un 

frazione che si presenta sotto forma -jj-, per un fattore 

comune ai due termini che si annulla, non offre più 
indeterminazione dopo che si è tolto questo fattore. 
Esempio. - 

#*-4-2 xy+y'—k 
x+y — 2 ’ 

diviene ~ per x = 1 , y = 1. Ma, osservando che il nu- 
u 

meratore può scriversi 

(x+y— 2)(tf-i-y-f2), 

il fattore x+y — 2 potrà togliersi ai due termini della 
frazione, e rimarra x+y+ 2, che per # = 1, y = l, 
diviene eguale a k. 



s 

■\/x* — 1 — *, 

quando x aumenta indefinitamente. 
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3°. Trovare per x — i il valor vero di 


529 


\/ x+x/Vij^rQ — \/ a;*-+-l-t-y'l93jc-hl 
* « 

V/ fix-t-3 — \/i ! -x+ j 
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NOTA I*. 

SOPB» I NUMERI NEGATIVI. 


301\ L’introduzione nell’algebra di numeri, ai 
quali si attribuiscono proprietà di convenzione e che 
non hanno significato, come si fa nel lesto (7), può 
far nascere qualche difficoltà in chi comincia lo studio 
di questa scienza, e non sembrare abbastanza giustificata 
dallo scopo di rendere più semplici alcuni risultali. Ma 
si spiega facilmente, anche nel principio dell’algebra, 
il significato di questi numeri che si sono chiamati ne- 
gativi e dal medesimo derivano naturalmente le pro- 
prietà attribuite loro per convenzione nel testo. Basta 
osservare che l’ aritmetica, da cui l’algebra elemen- 
tare prende il significato e le leggi di combinazione dei 
suoi segni, ha per unico scopo, come dice il eh. si- 
gnor Terquem, d’ insegnare a contare in avanti e indie- 
tro e di ottenere il risultato finale per la via più breve. 
Per ispiegarci più chiaramente, prendiamo a considerare 
una moltitudine indefinita di oggetti disposti sopra una 
linea; indicando con A uno qualunque di questi, i nu- 
meri che si ottengono contando una certa quantità di 
oggetti in avanti, cioè andando da A, per esempio, verso 
la destra, si chiamano positivi e si scrivono come i nu- 
meri ordinari dell’ aiilmetica. L’operazione che consiste 
nel contare un certo numero di oggetti andan lo nello 
stesso senso in cui siamo andati per formare il numero 
stesso, s’indica col segno 4-; l’operazione che consiste 
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nel contare un numero in senso opposto a quello in cui 
si è contalo per formarlo, s’ indica col segno — ; quindi 
i numeri che si ottengono contando indietro, cioè an- 
dando da A verso sinistra, si distinguono premettendo 
loro il segno —, e si chiamano negativi. 

302'. 11 significato che qui abbiamo dato ai se- 
gni e — si accorda bene con quello che si dà loro 
comunemente in aritmetica. Infatti, l’espressione a-f-6 
significa un numero a di oggetti contato in avanti e un 
numero b di oggetti contalo egualmente, ossia esprime 
il risultato dell’ addizione aritmetica dei due numeri a 
e b contato in avanti. L’espressione a — b indica le due 
operazioni di coniare un numero a di oggetti in avanti, 
e poi di tornare indietro di un numero b dei medesimi; 
quindi è chiaro che, se a è ]> b, indica che si deve con- 
tare in avanti la differenza tra a e b, cioè esprime esat- 
tamente il risultalo dell’operazione chiamata sottra- 
zione in aritmetica; se a è <^b indica che si deve con- 
tare indietro la differenza tra b ed a; quindi 

a—b = —(b—a) 

non è una convenzione (10), ma un risultato. 

303*. Le convenzioni (7) divengono ora conseguenze 
evidenti delle definizioni (301*); perchè si possono enun- 
ciare nel modo seguente: 

Effettuare sopra un numero negativo l’operazione 
indicata dal segno -f- (sommare) equivale ad effettuare 
P operazione indicata dal segno — (sottrarre) sopra il 
medesimo numero positivo. 

Fare l’ operazione indicata dal segno — (sottrarre) 
sopra un numero negativo equivale a fare l’operazione 
indicata dai segno -t- (sommare) sopra il medesimo nu- 
mero positivo. 

30V. Osservazione. Non abbiamo parlato altro 
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che di numeri interi, perchè i numeri frazionari non 
sono altro che interi, nei quali l’unità invece di essere 1 
7 

è una parte di 1. — è lo stesso che 7, se non che 1’ unità 

O 

di questo numero invece di essere rappresentate da 1, 
sono rappresentate da -Ì-. 

O 


NOTA ir. 

SOPRA i detebmmasti. 


Definizioni e notazioni. 

305’. Prendiamo il prodotto 

P — .... a„(fl s — — ®i) •••• (®t — ®i) •••• (®»““®iX®j ®t)— * 

.... (a, -®i) .... (a»-® ì )(a,-a 3 ) .... (a„- a,) .... (a„— a n _,), 

che risulta dal moltiplicare tra loro n quantità a t , a,, 
flj, . . . . a, e le differenze delle medesime, nelle quali 
sempre è presa col segno meno la quantità che ha l’in- 
dice minore. Questo prodotto conterrà un gran numero 
di termini, nei quali le quantità a,,a t ,a s . .. .a,, avranno 
diversi esponenti. Se gli esponenti si riguardino come in- 
dici superiori che servano a distinguere tra loro le quan- 
tità rappresentate da quelle lettere, se, per esempio, 
af non sia eguale alla k uimM potenza di a ( , ma significhi 
una quantità affatto indipendente da a ( , il polinomio P 
diverrà un polinomio A che non conterrà, come P , n sole 
quantità indipendenti tra loro inalzate a potenze diffe- 
renti, ma «* quantità indipendenti tra loro, ciascuna al 
primo grado. P e A saranno scritti egualmente, ma rap- 
presenteranno valori molto differenti. 
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Il polinomio A si chiama determinante, e si rap- 
presenta colia notazione 


«l l 


a 3 ' . . . 


a* 


a* . . . 


Oi' 
• • 

< 
# • 

a 3 . . . 

• • • 

a • 

n 

ai 

• • 

_ n 

• • • 

• «a* 


Le differenti quantità a, 1 , a' % .... a t \ c 2 *, . . . .a„ B si 
chiamano gli elementi del determinante. 

Gli elementi che si trovano sopra una medesima li- 
nea orizzontale si dice che formano una linea, quelli che 
si trovano sopra una medesima linea verticale formano 
una colonna. 

Gli elementi che hanno eguali tra loro i due indici, 
come a, 1 , a,', a,*, si dicono elementi principali. 

Gli elementi che si deducono uno dall’altro per- 
mutando tra loro i due indici, come a m n e a n ", si di- 
cono coniugati. 

Il numero degli elementi di una linea di un deter- 
minante dicesi V ordine del medesimo. Così il determi- 
nante (1) è di ordine n. 

Qui accenneremo soltanto alcune poche proprietà 
dei determinanti, riserbando all’algebra superiore più 
ampio svolgimento della loro teorica oggi divenuta tanto 
importante nell’ analisi algebrica. 

Proprietà principali dei determinanti. 

306* Teorema 1°. Se in un determinante si per- 
mutano tra loro di posto due colonne , esso muta se- 
gno, mantenendo lo stesso valore. 
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Infatti, mutare di posto nel determinante due co- 
lonne, per esempio la b tuma e la equivale a cani' 
biare nel polinomio P a t in a, e n, in a » . Ora questo cam- 
biamento non muta altro che i fattori nei quali compa- 
riscono a k o a c , cioè, supponendo 6>c, i soli fattori 

(a t )(a b a s ) .... (a b a e _,)(a 4 — d c )(a b — a e+1 ) .... 

(' a b ®l-l)( a i+t a b) • • • • ( a n a t)l 

(de d^)(f/ e Oj) .... (a t tt c ) .... 

• • • * ( a *-l a e)( a t+l de) .... (a n (le). 

La permutazione di a* e a, tra loro mula questi fat- 
tori gli uni negli altri; ma cambiandone alcuni di segno. 
1°. I fattori 

(de dl)(d$ a s ) .... (de a e _l) , 

e 

( a b a i)( a 6 a i) ■ • • • ( a b d Cmm i), 

si cambiano gli uni negli altri. 

2°. I fattori 

( a e+i a e )(a 4+! a e ) » . • • (d b _i — a £ ), 
e 

(db a fc+-i)( a 6 a<, +a) • • • • (d k a 4 _,) , 

si mutano gli uni negli altri, ma Ciascuno diviene eguale 
e di segno contrario a quello che gli corrisponde; e ab- 
biamo 2 (/> — c — 1) cambiamenti di segno che, essendo 
in numero pari, non influiscono sul segno del prodotto. 
3°. 11 fattore a 6 — a, muta segno e non valore. 

4®. I fattori . , 

( a i+l a ‘)( a t+» a «) • • « « (dn~~dc ) , 

e 

( a 4 +i a b )(a b+t a b ) , , . . (a n — d b ) 
si permutano gli uni negli altri. 
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Ricapitolando; l’unico mutamento del prodotto è 
derivato dal cambiamento di segno di a b —a,; dunque P 
e in conseguenza il determinante A cambia soltanto di 
segno per la permutazione di a b e a, tra loro, ossia per 
la permutazione di due colonne. 

307’. Osservazione. Permutando successivamente 
un numero pari di volte due a due differenti colonne 
del determinante non se ne cambierà il valore nè il se- 
gno; facendo un numero dispari di queste permutazioni, 
se ne cambierà soltanto il segno. 

308*. Teorema 2°. Se un determinante ha due co- 
lonne eguali è identicamente eguale a zero. 

Infatti, le due colonne eguali sieno la i uima e la ' 
cioè a' = a** , a* = a,*, . .. . a? = a k n ; che equivale 
a supporre a, = a* nel prodotto P. Ma P che ha per 
fattore la differenza a< — a», si annulla per questa sup- 
posizione, e il risultato è zero, qualunque siano i valori 
attribuiti alle lettere a*, a, ....a„. Dunque i termini 
si devono distruggere, ed essere eguali due a due e di 
segni contrari ; ora è evidente che questa identità non 
sarà alterata considerando gli esponenti come indici, per 
passare dall’ espressione P al determinante A. Dunque A 
sarà identicamente nullo. 

309*. Teorema 3°. Moltiplicare o dividere tutti 
gli elementi di una colonna di un determinante per 
una quantità qualunque equivale a moltiplicare o di- 
videre per questa il determinante stesso. 

Infatti, è chiaro che è lo stesso moltiplicare o di- 
videre tutti i termini del determinante A per una quan- 
tità a, oppure moltiplicare o dividere per <x in ciascuno 
di essi il solo fattore che è potenza di a< (a, comparisce 
in tutti, perchè è fattore di P (305*)), e questo equivale 
a moltiplicare o dividere per a tutti gli elementi della 
colonna i ttimM di A. 
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Form azione dei determinanti. 


310 - Da quanto abbiamo dimostrato si deduce il 
seguente modo di formazione dei termini di un determi- 
nante. 

Teorema. Un determinante si forma sommando 
tutti i prodotti che si ottengono permutando in tutti i 
modi possibili gl* indici inferiori del prodotto 

af a? a'.... fl„", 

e dando il segno opposto a due prodotti che si dedu- 
cono uno dall’ altro permutando tra loro due indici 
inferiori. 

Osserviamo primieramente che in ogni termine che 
si ottiene, effettuando i prodotti dei fattori di P, due 
lettere qualuuque a,, a, non possono comparire col me- 
desimo esponente. 

Infatti, se a b e a c avessero lo stesso esponente in un 
termine, questo non cambierebbe per la permutazione 
di b con c ; dunque, poiché questa permutazione (306‘) 
cambia P in — P, il termine farebbe parte anche del 
polinomio — P, e quindi comparirebbe in P due volte 
con segni opposti, e si distruggerebbe. 

Ogni termine contiene inoltre, almeno una volta, 
ciascuno degli n fattori <z t , a„ ....a,; e poiché tutti 
debbono comparire con esponenti differenti, dovranno 
essere in ogni termine tutti gli esponenti 1 , 2, 3, .... », 
sebbene con ordine differente, in modo che il termine 
generale di P e in conseguenza anche di A sarà 

(1) =fc Ci* a£ aìf . . . . a H x , 

dove «, 0, y , ....X sono eguali ai numeri 1,2, 3, ....n, 
presi in un ordine qualunque. 

ss 
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Permutando convenientemente i fattori, si può scri- 
vere questo termine generale anche nel modo seguente: 

(2) -i- O a a, ® a, • • • • O a , 

1*4 n 

dove *!, «s, a 3 , .... «„ rappresentano i numeri 1,2,3, .... n 
scritti in ordine qualunque. 

Ora. permutando due indici inferiori (306*)iA deve 
cambiar segno; quindi i termini positivi devono trasfor- 
marsi in quelli che erano negativi e viceversa. Facendo 
due permutazioni di due indici di seguito, i termini pri- 
mitivamente positivi ritorneranno positivi (senza che 
però ciascuno riprenda il suo valore), e in generale un 
numero pari di permutazioni effettuate sopra due indici 
cambierà i termini positivi tra loro, e un numero dis- 
pari di permutazioni trasformerà i termini positivi in 
negativi e viceversa. 

Dunque nell’espressione A vi saranno lutti i ter- 
mini che corrispondono a una permutazione qualunque 
degl’indici inferiori nel prodotto (2), e se vogliamo sa- 
pere se due termini hanno segno eguale od opposto, 
basta coniare il numero delle permutazioni d’ indici in- 
feriori necessarie per passare dall’uno all’altro; se è 
pari hanno segno eguale, se dispari hanno segno op- 
posto. Cosi rimane dimostrata la regola di formazione 
enunciata. 

Esempio. Per formare il determinante 

a, 1 ai 1 a* 1 
a* a' a* 
a* a* a* 

prendo il prodotto 

ai* ai* a,*, 
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ed ottengo il polinomio 

«l'oj’aa" — a'a'af - 4 - a^a,*— a/o^a,* -+- ajafa*— a 3 , a.,*a 1 s » 

deducendo ogni termine dal precedente colla permuta- 
zione di due indici inferiori e cambiando il segno. 

31 i‘. Osservazione. 11 termine generale d’un de- 
terminante è dato tanto dall’ espressione (1) quanto 
dalla (2), e quindi lutti i termini di esso si deducono dal 
prodotto 

a* a* a,*....c n ", 

tanto permutando tra loro gl’ indici inferiori e lasciando 
fermi i superiori, quanto permutando i superiori e la- 
sciando fermi gl’ inferiori; e l’indice inferiore di un ele- 
mento indica la colonna, l’indice superiore la linea alla 
quale esso appartiene; dunque un determinante non mu- 
terà valore cambiando le linee in colonne, e le colonne 
in linee, e quello che si dimostra per le colonne vale 
anche per le linee e viceversa. 

Esempio. Sarà un’identità 


a b c 


a a’ d' 

a' b' c' 

i 

b b' b" 

a" b" c" 


c e c" 


Eipretfione di un determinante per determinanti 
di ordine inferiore. 


312*. Un determinante si può sempre esprimere per 
mezzo di determinanti, l’ ordine dei quali è inferiore di 
un’ unità. 

Infatti; in ogni termine del prodotto P compa- 
risce (310*>una delle quantità ai, a,,.... a„, ed una sol- 
tanto, inalzala al primo grado; onde riunendo i termini 
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w 

che contengono un medesimo elemento inalzato al pri- 
mo grado, avremo 

(1) A = Ai di -+- Af a t ‘ -+■ Af o s * -f- . . . . -+- A n l a,, 1 , 

dovè Ai non conterrà a,, Af non conterrà a, , . . . . A n * 
non conterrà a n . 

Per determinare A , 1 osserviamo che esso risulta 
in P (305*) dal coefficiente di a ( \ cioè da 

(2) a, o, O 3 ... fl(_i ... Q„ (a,— d|) ... 

1 ®l)( fl i+l a l)( fl n (°<— 1 <**)(«*<+, df ) ... 

... (d m —d t ) ... (d n <*„_i)( df)( o s ) ... ( Oj_i)fl 1+ i ... d n 

= do d * a* d? ... d' M a', +t ... a* (a, — a,) ... 

... (o 4 _, aOCa^i dì) ... (a„ a t ) ... (a„ , 

che è egualé al prodotto 

(3) a, a, flj ... O; 1 8(4,1 ... d H (a, - fli)(aj — 0|) ... 

... (Oj_l ®i) ••• (fin l) ì 

moltiplicato per ± o, a, a 3 . . . . a 4 _, o^., a„ . II prodot- 
to (3), nel quale, per convertire P in A, si devono con- 
siderare gli esponenti come indici, è eguale (305‘) al de- 
terminante: 


a* 

o‘. 

0 *. 



a t + 1 • • • • a » 
a 4-1 • • • • 0 n 

“ t 

a*. 



• • • 

• • • 

• • • • 


• • • 

• • • 

• • • • 
a»* -1 . 

- H -1 
• • | 

• • • a tì‘ 


e quindi può ottenersi il prodotto di esso con =fc a, d t 03 
fli_, fli+i .... o n , (309‘) moltiplicandone tutti gli elementi 
della prima colonna per a t , quelli della seconda per a», .... 
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quelli delPultima per a„; onde A* prende la forma: 

flj flj U3 • • • fl (_j Cl t - * « • fl R 
Q) flj flj • • • Q / j Ct ,< miO r 


a * a 8 * • • • «" -i o" +i • • • <*»" 


dove bisognerà prendere il segno -+• o il segno — se- 
condo che è pari o dispari il numero degli * — 1 fattori 
negativi nel prodotto (2), cioè secondo che < è dispari 
o pari. 

Dunque A' è il determinante che si ottiene, trala- 
sciando in A la prima linea e la »"*** colonna, preso col 
segno -+- se i è dispari, col segno — se i è pari. 
Esempio. 11 determinante di V* ordine 

a b c d 
a’ V e d' 
a" b" & d" 
a'" b'" c"' d'" 

sarà eguale ad 


6’ e d 


a' e' d 


a' V d 


a! b’ 6 

b” e" d' 

— 6 

a" c" <T 

-4- C 

a" b" d' 

— d 

a" b" c" 

b"’ e w d" 


a'” d" 


al” d" b lu 


a"' 6"' e"' 


313*. Osservazione i. Quello che abbiamo detto 
rispetto agli elementi della prima linea vale per tutte le 
altre, perchè le linee si possono (306*) permutare tra 
loro senza cangiare il valore assoluto del determinante; 
dunque chiamando A\ A\ . . .. A* H i coenicienti rispettivi 
di a\, a 1 ,,. saranno anch’ essi determinanti di 
ordine n— 1, e avremo 

A =: Ai a* •+• Ai a t { ■+■ . . . . -f- A n * a n * 
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314*. Osservazione II. Poiché in un determinante 
si possono (311*) mutare le linee in colonne e le colonne , 
in linee, o gl’indici inferiori in superiori e viceversa j 
senza cambiarne il valore, avremo anche / 

A = A / o/ -+- A* a * 4- .... -f- A * o,-". 

315*. I determinanti di ordine n — 1, il, {il, *...il, 

si dice che sono rispettivamente elementi reciproci di «,*, 

„ 1 „ ! _ * 

Kj ) ••• ttl ) »! ••• 

Relazioni tra gli elementi di un determinante 
• i loro elementi reciproci. 


316*. Tra gli elementi di un determinante e 1 
loro elementi reciproci esistono relazioni molto im- 
portanti. 

Poiché un determinante si annulla (308*), ponendo 
rispettivamente eguali gli elementi di una colonna a 
quelli di un’altra, se nella equazione del numero (314*) 
sostituiamo successivamente a,, a,, .... at_ t , a^.... a n 
ad o„ i primi membri dell’ equazioni che otterremo si 
annulleranno, e avremo 

0 ~ A* i o\ -f- A*i a*, ■+■ il* o n i, 

O^ii 1 , o 1 * 4-<il*,fl* # 4- . ...4- A* t o%, 

0 — o*^, 4- A* t o*i_4 4- • • • .4- A n ( o"(_ i, 

0 = A X i o' <+ i 4- il*, o* <+1 4- .... 4- A % i a" l+ 4 , 

0 — il 1 , a*„ 4- A\ o* B 4~ • ... 4- A H i a\ 

317*. Poiché un determinante si annulla anche po- 
nendo rispettivamente eguali gli elementi di due linee , 
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perchè quel che vale per le colonne vale anche per le 
linee (311’); il primo membro dell’ equazione del nu- 
mero (313*) si annullerà sostituendo successivamen- 
te o* , o\ ... . o‘-‘, o <+1 , .... a" ad a 1 e avremo 


0 = Ai ai •+■ Af ai 

0^=AÌai A* a,i *+■•••• 

0 = A^ di ~ 1 + ^2 fl i ■+■ • • • • 

0 =r AÌ di + ' *+- AJ ai + -+-•«•• 

• •••a**'******' 

0 — idi* di' -4- Ai fli" -+■ • • • • 


■+* Aj a n * , 


+ 4X 4 " 1 

-hAia*' 


+ Ai «n". 


1 

» 


Addizione di determinanti. 


318*. Si può qualche volta sostituire un solo deter- 
minante alla somma di due determinanti. 

Teorema. Ld somma di due determindnti che 
hanno eguali n— 1 colonne è un determinante che ha 
queste n— 1 colonne, e per elementi della n” im * colonna 
le somme degli elementi corrispondenti dei due deter- 
minanti dati. 

Infatti, sieno i due determinanti 


a\ dii ... a t ... a „ 


a't ai t ... n\_i òi a ... <t „ 


ai i a , ... o (_i a i ... a n 


ai i o** i ài a ... a n 



,Q= 



Q, n l (L* Q i ••• G n 


0? 1 fl 1 *! ••• d Ld ® <4»1 ••• ^ ni 


avremo (314*) 

P — Ai ai -4- A * a * -1- . . • • •+■ A* af , 
Q = Ai è, -f- A» b% “f- .... -4“ Ai b m ; 
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onde 

P-\-Q — 6 t ) -+- . . ..-b A*{a* -f- b a ) 

o’j a\.... a 1 ,.! a 1 ,-}- \ . . . . a‘„ 
a*, a* s . . . . a’^j a\-+-6 a* B 


a\ a", a",_j a", -b 6 n a" B 

319*. Osservazione. Se poniamo = a, 1 i», 
b t = a* m, ... . 6„ = a\ m, e / differente da i, Q diviene 
eguale a zero; poiché diviso per m (309*) avrà due co- 
lonne eguali (308*); dunque un determinante non muta 
valore se agli elementi di una colonna si aggiungono 
gli elementi corrispondenti di un’ altra colonna , mol- 
tiplicati per un medesimo fattore. 

Esempio. Si debba calcolare il determinante 

8 3 5 

P— 9 2 7 

10 4 11 

Aggiungendo agli elementi della prima colonna quelli 
della seconda moltiplicali per — 2, avremo 

2 3 5 

P= 5 2 7 

2 4 11 

Aggiungendo agli elementi della terza colonna quelli 
della seconda moltiplicali per —1, avremo 

2 3 2 

P~ 5 2 5 

2 4 7 
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Aggiungendo agli elementi della terza colonna quelli 
della prima moltiplicali per — 1, verrà finalmente 


2 

5 

2 


3 0 
2 0 

4 5 


= 5 


2 3 
5 2 


= — 55. 


* 


ROTA HI’. 

Bonn A. Lt Ri<sot.czio>B ncix* equazioni 

DI PRIMO GRADO COBI Pii I^COCMTB. 


320*. Sia un sistema di n equazioni con n incognite: 

1 <z,‘ ^ + 0 ', a? t 4-a^a? s -h....4-a\,a? II ==Ai, 

a* x t +«', x t -+• a\ x 3 -+- a\ a?„= A» , 



a,“ Xi 4- a", 4- a" 8 a; s -h . . . . 4- o"„ a?„ = A„, 

dove, come nella Nota precedente, gli esponenti non in- 
dicano potenze, ma sono indici che distinguono tra loro 
i coefficienti delle differenti equazioni. 

Formiamo con i coefficienti dell’ equazioni (lj il de- 
terminante 

a, 1 a,‘ a, 1 . . . . a*. 1 
a' a,* a s *.. .. a*„ 

Assi 1 

I 

!••••••*••• 

■ fli* a/ a»" . . . . a". 
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e moltiplichiamo rispettivamente l’ equazioni proposte 
per gli elementi reciproci dei coefficienti di x tì che (312*) 
abbiamo rappresentati con A\, 4*,, A\. .. .j 4\; e som- 
miamole. Se poniamo mente alle equazioni dei nume- 
ri (314*) e (316*), avremo 

(2) A ar, —.A, A' -t- k t A* -h ... .-h k n A*, 


o anche 

-1 

A i fl l A t >M w 


t 

a'i a', ... a\_ t k t a* <+1 ... a' 

( 3 ) «< X 

i j 3 ••• fl n 


a\ a * t ... a\_iA, 


= 



j fl i fl jfl j ••• tt n 


a i a j ... d k n ft i^t •••d 


Da questa formula (3) si deduce che i valori delle 
incognite sono dati da frazioni che hanno il denomina- 
tore eguale a un medesimo determinante, e i numera- 
tori derivati dal denominatore comune, sostituendovi 
rispettivamente i termini tutti cogniti ai coefficienti del- 
l’ incognita che esprimono. 

Diseusiione delle formale dì risoluzione. 


321*. Se il denominatore comune A è differente da 
zero, dando a i successivamente i valori 1, 2, 3... 
si ottengono senza difficoltà i valori delle » incognite 
dalla formula (2) che può scriversi: 

n \ k, ^4/ -t- k, A* -+-... . -f ■ k n A* _ 

V V ~ ^ > 

ma se A=0, si presentano come nel caso di due o tre 
incognite (Cap. VI) espressioni senza significato, e bi- 
sogna determinare che cosa allora si nossa dedurne 
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relativamente ai loro valori. Considereremo due casi: 
1°. Sia 

(2) A = a\ A* j -f- fl* f A* ( -t- a ( " A” 

= a* A i i -t- 0*5 A t ( -+- . . . . -f - a‘ B ^*,, = 0, 

e tutti i numeratori dei valori delle incognite non siano 
eguali a zero; allora alcune incognite si presentano 

tu 

sotto la forma priva di significato -g-. 

Supponiamo differente da zero il numeratore del 
valore dell’ incognita x t . Moltiplichiamola l*,la2*,.... 
la (i — 1 )"““, la (i- 4 - 1 )"*"*, .... la n umm dell’ equazioni 
proposte (320’) rispettivamente per A\, A ' { , A \.. .. 
A t *~\ Af *' ... .A t * t e sommiamole; avremo 

(^4/ ai* -+- A* o* .... A* * a* * 

-+- A- +i a* +l -4- .... 4 - A i n a l n )x l 

■+■ (^4/ a s ' H- A* a* -f- . . . . -il /- 1 a /*" 1 

■+ A^ +l a % <+l -h A { n a t n )x t 

■+* (.4/ a/ -+* A* a* . . . . -+- 1 #/ 1 

-+- A ( i+l a/* 1 . . . . -+- A” a*)x ( 


■+■ (.4/ n n ‘ *+* A* a* + ..o Al 1 aà 1 
A* 1 a™ -H . . . . -t- A" a*) x H 

i — Ai A^ + Aj A{ ~f* .... Aj_i Ai 

-+- A, ,< Ai +l ■+* . • . . A n Aì l . 

Riducendo coll’ equazioni del numero (316*) e colla equa- 
zione (2), si ottiene 

(3) — A\{ai Xi4-a 1 ‘ar,4-....H- o 4 ,. x H ) 

= Ai Ai H- Aj A,* -+- .... 4- A/ i Ai 

A^i .4/ +1 -+- . . • . -t~ A„ Ai . 
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Ora, confrontando tra loro la i**'"* dell’ equazioni pro- 
poste (320*) con questa, si ricava 

Ai A\-\ f- A, A* -f- • • . . ki_i Ai 1 -f* ki+i A* +i -t- . .. 

... -+- kit A " — — A} A* , 

ossia 

(4) Ai A/ -t- A, A* -+- .... + AnA* = 0 , 

cioè il numeratore del valore di x t nullo contro il supposto; 
dunque se tutti i numeratori non sono nulli, »— 1 equa- 
zioni sono incompatibili coll’altra equazione; quindi ~ 

indica la non esistenza di valori che possano sodisfare 
tutte le equazioni. 

322*. 2°. Se, oltre il denominatore, tutti i nume- 
ratori sono nulli, le incognite si presentano tolte sotto 

la forma di . In questo caso, poiché l’equazione (A) è 

verificata, qualunque sia i, l'equazione (3) che è con- 
seguenza di n — 1 dell’ equazioni proposte (320*) non 
differisce dall’ di queste, altro che per un fattore A ( t 
che moltiplica tutti i suoi termini; dunque una qualun- 
que dell’ equazioni (l)è conseguenza delle altre, e quindi 
l’ equazioni veramente distinte sono n — 1; e dando un 
valore qualunque ad un’incognita, in generale si otter- 
ranno ^valori determinati per le altre , e il sistema 
deli’ equazioni proposte avrà un numero infinito di so- 
luzioni. 

323*. È da osservarsi che quando sono eguali a 
zero il denominatore e un numeratore, in generale sono 
eguali a zero anche tulli gli altri numeratori. Infatti, 
poniamo: . v 
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... -(-A:,,/!/ — iVj , 

• • • • • • • 

• • • • • • • 

K^n -**A s 4„*-h . . . -f -k n A*= N n . 

Moltipllcando la prima per a, 1 , la seconda per a t \ l'ul- 
tima per a,\ sommando e riducendo colle identità del 
numero (317*), abbiamo: 

AjA = . • . -f ~o n , N n . 

Analogamente si ottiene: 

A,A=z . . , -\-a^JV K , 

• • • • • • • 

*„A = a 1 "i^+a i "jVVl- • • • +On"^, 

Quindi se A = o, e iVi=o; avremo: 

di Ni-hciì 1 N 3 -+- ... -+-<t,'N K — o , 

. . . ~hu n * JV H — o , 

• • • • • • 

• • • • • • 

a ì n N i -ha*N’ 3 -{- ... o . 

Onde si deduce facilmente: 

A\Ni— o , o , . . . . i4"i\r s = o , 

/I | 1 V 3 — 0 , ilj — O , . . . . ^ a — — 0 , 

........... ,.. 

JV t = o JV»= o . . . iV B = o , 

fuori che nel caso in cui siano contemporaneamente 

/ it| — o , iti — o, . . . ilj — o : 

come volevamo dimostrare. 
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324*. Vi sarebbero da considerare i casi in cui fos- 
sero eguali a zero alcuni dei coefficienti, o delle quanti- 
tà A', A* ....AS .... poiché allora i ragionamenti che 
abbiamo fatti sono in difetto; ma li lasceremo discu- 
tere alla diligenza dei lettori. 

Ricapitolando; quando le incognite si presentano 

sotto la forma , l’ equazioni sono incompatibili ; 

quando si presentano sotto la forma una di esse è 
conseguenza dell’ altre. 

325*. Dall’ equazione (2) del numero (320*) si ri- 
cava che se non sono nulle tutte le incognite, e sono 
eguali a zero tutti i secondi membri dell’ equazioni (1), 
deve aversi A = 0 ; allora 1’ equazioni si riducono 
a n — 1, perchè le incognite si presentano sotto la for- 


ma 


0 

0 


e un equazione è conseguenza dell’ altre, e 


quindi il problema è indeterminato; ma riguardando 
come incogniti i rapporti delle n — 1 incognite a una di 

esse, per esempio — t, — . , se ne potranno de- 

XX X 

terminare i valori. 


Condizione perchè pollano coeiiitere n equazioni 
con n— 1 incognite. 


326*. Perchè possano coesistere n equazioni con 
n — 1 incognite è chiaro che sarà necessario e sufficiente 
che i valori dell’ incognite ricavati da n— 1 qualunque 
di queste equazioni sostituiti nella n uima la rendano 
identica, ossia che eliminando le » — 1 incognite si ot- 
tenga un’identità. Ora questa identità si esprime per 
mezzo di un determinante. 
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0, 
0, 
• • 
i • 

\ a,* x t -f- a", x t - 4 - . . . . cT^ x H _ x -+- a n n — 0. 
Formiamo il determinante: 



Infatti, siano le n equazioni: 

/ a*, x t H- a’, x, + . . . . -f- a 1 ^ x n _ t ■+• a‘„= 
\ a?x t + a\x t + . . . . + a* n _ 4 ar n _, 4- a* n = 


e moltiplichiamo l’ equazioni (1) rispettivamente per gli 
elementi reciproci di o 1 ., a* m . . . . o* B , che abbiamo rap- 
presentati con ■il',, j4*„, ....ì 4"„ (315*), e sommiamole; 
avremo, ponendo mente alle identità del numero (316*) 


• • • o „ ) 


A m a l m *+- A* u a n -\-....A „ a n — 


a* t o* 


. . . . o 


.... a" 


= 0, 


e questa equazione esprimerà la condizione, perchè le n 
equazioni possano coesistere. 
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NOTA IV. 


Risoluzione dell’equazione o**+i*+{ — 0 , 
quando a è piccolissimo. 


327. La formula generale che dà le radici del- 
P equazione ax*-+-bx+c=ì 0, 

— bdt\/ b^—kae 
X ~ 2a ’ 

non è accomodata al calcolo numerico, quando il coeffi- 
ciente a è molto piccolo . Infat ti, dopo aver calcolato 
approssimativamente \/b 1 — 4ac, bisogna dividere il ri- 
sultato per 2a, e quindi l’errore commesso resta diviso 
contemporaneamente per un numero molto piccolo, e 
per ciò rimane grandemente aumentato. Converrà dun- 
que trovarne un’altra meglio appropriata a questo caso. 
Consideriamo soltanto la radice che differisce poco 

da — — (100) ; l’altra si troverà dopo facilmente, poiché 

b fj K 

la somma di ambedue è conosciuta, è eguale a . 

a 

Dall’ equazione 

ax*-i-6ar-i-c = 0, 


si deduce 



e poiché a è molto piccolo, trascurando — , avremo 
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una prima approssimazione 


(2) 



L’errore commesso, prendendo questo valore, 
è -y e contiene come fattore la prima potenza di a, e 

perciò si dice di prim’ ordine. 

Se indichiamo con x i l’errore che si commette 
prendendo x=z — y, avremo esattamente 

(3) x ~ — y-f- a, ; 


Ponendo nuovamente questo valore nel secondo membro 
dell’ equazione (1), abbiamo 


<*) 


x — 




ac* 2 acz, ax ,* 

"F "" 1 P 


Se trascuriamo nel secondo membro dell’equazione (4) 
i termini che hanno per fattori a» i , ax* , resta per se- 
conda approssimazione 


( 5 ) 



Poiché a, è di prim’ ordine rispetto ad a, aa, ed ax * 
saranno rispettivamente di secondo e terz’ ordine, cioè 
conterranno per fattori a* ed a*. Dunque la seconda ap- 
prossimazione data dalla formula (5) non ammette altro 
che errori di second’ ordine, e quindi se poniamo 


( 6 ) 



*+• 


23 


* 
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a, sarà di second’ ordine, cioè la sua espressione con- 
terrà a* per fattore. 

Se mettiamo nuovamente nel secondo membro della 
formula (1) il valore di e dato dalla formula (6) si ot- 
tiene 



e afe ac 1 

* b TV b ò» 

2 flV 


,)* 


oc* 

"F 


6» 


tre’ 

"F" 


_ afe ae*\ , a 


Poiché ett è di second’ ordine, a t a e a*a saranno 
rispettivamente di terzo e di quint’ ordine. Trascurando 

i termini che contengono u t a e « t *a, e che è pure 

di terz’ ordine, otterremo per terza approssimazione 

c ac * 2a*c* 

p-. 


Potremo continuare così indefinitamente. 

328. Osservazione. Le formule di approssimazione 


c 



c ac* 2 a*c* 

sodisfanno alle condizioni che richiede un buon sistema 
di approssimazioni successive. 

1°. Ciascuna si ottiene dalla precedente, mediante 
' l’addizione di un termine di correzione: 

2°. L’errore commesso dopo l’addizione di ciascua 
termine è piccolissimo rispetto a questo termine. 
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Infatti, prendendo x — — l’errore commesso 

ha per fattore a, e quindi è piccolissimo rispetto a — - . 

0 

C QC * 

Ponendo *= — r — rr, l’errore commesso ha 
o b 

ac* 

per fattore a 1 e quindi è piccolissimo rispetto ad , e 
cosi di seguito. 

Da questo ne segue che, per distinguere se il va- 
lore ottenuto è maggiore o minore del valore esatto, 
basterà esaminare il segno del termine di correzione che 
.si avrebbe spingendo più avanti l’approssimazione. 

Sia, per esempio, l’equazione 

0 ,00 00 47** -t- 6724* — 334 = 0 , 

abbiamo 

a=-^, b— 6724, c — — 334, 

onde 

c _ 334 ^ 1 

b 6724^10’ 

ed è facile a vedersi che il 1° termine di * è 

il 2° » 

il 3° »» 

il 4° » 

ec. 


<fo’ 
v 10“ ’ 
\ io» i 

^ IO 1 * ’ 


« per risolvere 1* equazione con 20 cifre decimali esatte, 
basterà calcolare tre soli termini di x, ed anche il terzo 
termine non avrà influenza altro che sull’ultima cifra. 
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Avremo dunque 


— 4- — J2£-= 0,049672813801 30874479 5 

0 6724 

ac' _ 47.334* _ 

b' ~ 6724* . 10» ~ 

2ò*c* 2 . 47* . 334* 


ó* 


6724* . IO 1 * 


1724676624 8 

1 2 


e poiché 


6724 . 10 » 


47 


x' =0,04967281378406197856 , 


= — 143063829 , 7872340428531914893617 ,. 


sarà 

— — ^ — = — 143063829 , 83690685633725346792 , 

valori esatti 6no a 20 decimali. 

Avremmo potuto ottenere direttamente i medesimi 
valori per ae' e as B , calcolando la formula generale (89). 
Colla divisione si ha primieramente 

A = 672 j‘ 10 * = 71531914, 8936170212765957446S r 
2a 94 

&*— 4ac = 2X22606088031396 ; 

= 2X4754586*, 
ma 

V^2= 1,4142135623730950488016887 ; 

dunque 

4754586 . \/2 = 6724000,00466924449570182598. 

€ i 

~ X W54586 . y/2 

= 71531914,94328983506065772324. 
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Abbiamo dunque 

— Ya~~ 71331914,89361702127659574468, 
\/lt*—4ac = 71531914,94328983506065772324, 

€ 

ai = — ^ -+- ~ V 6*-4ac = 0,04967281378406197856, 

ar" = — ^ — ~ V^-4 ac = — 143063829,83690085633725346792. 


329. Nel problema 1° del numero (iOi) abbiamo 
l’ equazione 



dove v rappresenta la velocità del suono, che è eguale 
circa a 333, e quindi il quadrato di v è un numero as- 


sai grande, e coefficiente di a; è molto piccolo. 

Dunque per calcolare le radici torna comodo applicare 
le formole che abbiamo date in questa Nota. 

Se applichiamo la prima formula, troviamo 


(a) 



g v 


e questa in generale sarà sufficiente, perchè si possono 
trascurare le quantità dell’ ordine 4* (jo^ccirca^ l’ unità 
di lunghezza è il metro). 

La formula (a) può rendersi anche più semplice os- 
2 1 

servando che — è piccolo, in modo che, trascurandolo 


* 
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in una prima approssimazione, si può scrivere: 

X 2 ’ 

formula che corrisponde all* ipotesi che la propagazione 
del 6uono sia istantanea. Per ottenere un termine di cor- 
rezione , poniamo 

gt * 


Per determinare «, avremo 

? _ gt' 


_2 

9 


2t_ 

v 


onde 


g v v 
Trascurando — che è piccolo a cagione del fat- 


tore —, si ricava 
v 




2t> ’ 


e si ha finalmente per valore approssimato di x, 

2 2t> * 


330*. Osservazione. La radice maggiore, che si ot- 
tiene sottraendo il valore trovato della più piccola dal 
coefficiente del secondo termine dell’ equazione preso con 
segno contrario, corrisponde al seguente problema: 
Calcolare V altezza da cui è caduto un corpo, sa- 
pendo che sono trascorsi t secondi dal momento in cui 
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è arrivato in terra, e il momento in cui si i sentito un 
suono prodotto quando ha incominciato a cadere . 

Infatti, l’equazione di questo problema è la seguente: 


t 


x 

V 



che è quella verificata dalla radice maggiore (101). 


IOTA V*. 

■OPRA U RISOLUZIONI! IH IUHBHI «VIBRI 
DELI.’ EQUAZIONE 02 -fòt/ — K. 


331*. Ai metodi esposti nel Capitolo XX, per tro- 
vare le soluzioni in numeri interi dell’ equazione 

ax+by — K , 

mi pare che debba aggiungersi il seguente assai sem- 
plice ed elegante, che riduce questo problema a quello 
fondamentale dell' aritmetica, cioè alla riduzione di un 
numero nei suoi fattori primi. Per dimostrare questo 
metodo, bisogna premettere due proposizioni della teo- 
rica dei numeri. 

332*. Teorema V. Il numero n, che esprime quanti 
sono i numeri inferiori ad Ne primi con N , è dato dalla 
formula 

.=*(i-i)(i-j)(i-i.) 

se a, b, c, . .. . sono tutti i fattori primi differenti che 
dividono N. 
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Infatti, prendiamo le seguenti serie di numeri: 

(1) 1, 2, 3, .... N — 1, N; 

(2) a, 2a, 3 a, ... —a; b, 2 b, 3 b, ... ~b; e, 2c, 3e, ... —c;... 

abc 

N N 

(3) db, 2 ab, 3 ab, ab; ac, ac, 3ac, - ac ; 

ab ac 

N 

bc, 2 bc, ...— bc ; ... 
oc 

(4) abc, 2abc, 3 abc , ... ~ abc ; .... 

abc 


Nella prima delle serie (2) compariscono soltanto i 
numeri inferiori ad N che hanno il fattore a comune 
con N; nella seconda soltanto quelli che hanno comune 
con JV il fattore 6....; nella prima delle serie (3) quelli 
soltanto che hanno comuni con N i due fattori o e b , .... 
e così discorrendo; quindi è chiaro che un numero qua- 
lunque inferiore ad N, che ha/) fattori primi differenti 
, comuni con N (essendo p un numero qualunque), com- 
parirà una volta nella serie (t),/> volte nelle serie (2), 
tante volte quanti sono i prodotti differenti di p fattori 

due a due, cioè (161) j volte nelle serie (3), tante 

volte quanti sono i prodotti differenti di p fattori tre a 

tre, cioè (161) volte nelle serie (4)...., 

una volta nelle serie p uim *. Dunque se dalla somma dei 
numeri che indicano quante volte questo numero è con- 
tenuto nelle serie di posto dispari si toglie la sómrtìa di 
quelli che indicano quante volte è contenuto nelle serie 
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di posto pari, avremo il numero 

il quale è nullo, perchè si ottiene svolgendo colla for- 
mula del binomio (165) l’ espressione identicamente nul- 
la (1—1)". 

Dunque se dalle serie (1), (3), (5) si tolgono 

i numeri delle serie (2), (4), (6)...., non restano al- 
tro che i numeri inferiori ad JV che non hanno fat- 
tori primi comuni con JV ; ora i numeri della serie (1) 

sono JV, quelli delle serie (2) sono — H-— — .. 

a b c 

quelli delle serie (3) sono — 4- — 4 - ... . 

ab ac bc 

Dunque il numero » dei numeri inferiori ad JV e 
primi con JV è 



) 


4- 







e quindi (164) ‘ 

333*. Teorema 2°. Inalzando un numero qualun- 
que inferiore a un numero N e primo con N, a una po- 
tenza indicata dal numero degl’ interi inferiori ad N , e 
primi con N, e dividendo questa potenza per N, si ha 
per resto 1 . 

Infatti, siano 

1 1 Pi ) pi ,••••, JV 1 
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i numeri inferiori ad N e primi con N; prendiamone 
uno qualunque x , e moltiplichiamolo per tutti gli altri; 
avremo i prodotti 

(2) x, pi x, p t x, p 3 x, . . . . , (iV— l)a?. 

È chiaro che tutti questi prodotti divisi per N da* 
ranno resti primi con N. Poiché se avessimo 

piXzzzqN + r, 

e r avesse un fattore primo comune con N, questo fat- 
tore dovrebbe dividere p,x e quindi p t od x contro il 
supposto. Di più questi resti saranno tutti differenti; 
perchè se due fossero eguali, e si avesse 

PiX—gN-hr, 

p,x = q'N-h r, 

se ne ricaverebbe, sottraendo, 

x(pi— pò = (g—q^N, 

t 

e N primo con x dovrebbe dividere la differenza p t — p, 
di due numeri minori di 1 V. 

Dunque i resti della divisione per N dei numeri 
della serie (2) saranno i medesimi numeri della serie (1), 
sebbene in ordine differente. 

Ora, moltiplichiamo tra loro i numeri della serie (2); 
otterremo un prodotto 

(3) x'PiPiPx 1), 

il quale, per un teorema di aritmetica O, sappiamo che 
diviso per N dà un resto eguale a quello del prodotto dei 
resti dei suoi fattori, che come abbiamo dimostrato sono 
i numeri stessi della serie (1); dunque i due prodotti (3) e 

PiPt Pt*** 1) 

f) V*di Aritmetica di Bertrand, n # 80*. 
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non potranno differire altro che per nn multiplo di N, 
e in conseguenza avremo 

x'PiP*Pi .... (iV-1) = QN+Pi p t p > . . . (ilT-i), 


e dividendo per PiPtP , .... (N— 1), 


z* = 1-f 


PiPf-.-(N— 1 ) 


N; 


e poiché il primo membro e la prima parte del seconda 
sono intere, dovrà essere intera anche la seconda, e 

quindi (N— 1) primo con N dovrà dividere Q; 

onde, chiamando if il quoziente, sarà 

a:" = i-| -MN, 


come volevamo dimostrare. 

334*. Teorema 3°. Tutte le soluzioni intere del 
T equazione 

(1) ax—by — K 


sono date dalle formule 


(2) x = Ka*- l +bt, 

(3) . 


dove 6 è un numero intero qualunque, e n indica il 
numero degl’ interi minori di b e primi con b. 

Infatti T equazione (1) dà 


e ponendo 
si ha 


ax — K 

y — t » 


x = Ka*~ l , 


/ 4 




l 
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e poiché a è primo con b, o n — 1 sarà (333") divisibile 
per b, e quindi y risulterà intero. 

a n i 

Dunque x = Ka*~\ y = K — è una soluzione, 

e quindi le altre in numero inGnito saranno date (243) 
dalle formule (2) e (3). 

335*. Osservazione I. Invece di ÉTa’ 1-1 si può pren- 
dere il prodotto dei resti delle divisioni di o n-t e di K 
per b; perchè, per un teorema di aritmetica (*), questo 
prodotto moltiplicato per a e diviso per b darà un resto r 
eguale a quello che dà Ka n diviso per b, cioè eguale a 
quello di K, e quindi 


ra—K 



risulterà intero. 

336*. Osservazione II. Per avere le soluzioni del- 
P equazioni nelle quali i coefficienti dell’ incognite hanno 
segni differenti da quelli che hanno nell’equazione (1), 
basta mutare i segni all’ incognite in modo che tutti i 
termini acquistino i segni eguali a quelli dell’ equazio- 
ne (1); risolvere l’equazione ottenuta, e poi rimutare il 
segno ai valori trovati per le incognite alle quali il se- 
gno era stato mutato. 

Esempio. Si debbano determinare le soluzioni intere 
dell’ equazione 

5ar — ììy = li. 

Abbiamo 

a = 5, b= 12, AT = li i 

poiché 

ò = 2* .3, 

b=I 2 ( 1 -t)( 1 - t) =4, 

(") Vedi Aritmetica di Bertrand, n° 80*. 
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sarà 


Ka n ~ i = 5* . 1 1 , 


che diviso per 12 dà per resto 7. Quindi le soluzioni sa- 
ranno date tutte dalle formule: 

* = 7+120, 

y — Alzili + 50 = 2+50. 

12 


KOTA VI*. 

SOPRA 1 LIMIVI. 

V \ 


/ ' 

337*. Se il valore di una quantità y dipende da 

quello di un’ altra quantità x, che può variare a nostro 
arbitrio, e se è possibile far prendere ad x tali valori 
per i quali y si avvicini tanto a una quantità L da dif- 
ferirne meno di una qualunque quantità data piccola 
quanto si vuole , ed è impossibile dare ad x un valore 
per cui y divenga esattamente eguale ad £, si dice che L 
è il limite di y, e si scrive 

Z = lim y, 

indicando con l’ iniziali lim la parola latina limes. 

338*. Quando i valori di x per i quali y si avvicina 
ad L sono continuamente ed indefinitamente crescenti, e 
non esiste valore per quanto grande sia che renda y—L 
(come nella formula 

y — L + — , 
x 
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nella quale L è il limite verso cui converge y coll’ au- 
mentare di x), molte volte si dice che L è il valore di y 
per x = qo . 

Se coll’ aumentare di x aumenta anche y , e può > 
per valori sufficientemente grandi di x , divenire mag- 
giore di qualunque quantità data grande quanto si vuole * 
è chiaro che y non ha limite; ma si suol dire che ha 
per limite l'infinito, e si scrive 


limjf =co. 

Per esempio , se 

y — ax' y 

si dice che per x — cc si ha y = ao . 

339*. Abbiamo incontrata l’ idea di limite in aritme- 
tica nella teorica delle frazioni decimali (*). Per esem- 
pio, abbiamo veduto che l’espressione 


0 , 111 . 




-H 


H- 


1 

10" 


differisce da meno di e che si può prendere n 

cosi grande che questa differenza sia minore di una quan- 
tità qualunque piccola quanto si vuole , ma che non si 
potrà mai prendere n cosi grande che l’espressione 

proposta risulti eguale ad -Ì-; dunque 


T=' ìm (n 


10 IO’ 


-f- . . • . *+* 


& 


10 


cioè -ì- è il limite verso cui converge quella somma 
coll’ aumentare di n. 

(*) Vedi Aritmetica di Bertrand, u* 819. 
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Per determinare una quantità irrazionale abbiamo 
trovata una serie di numeri che si approssimano di più 
in più alla medesima, in modo che giungono a differirne 
meno di una qualunque quantità data, ma senza mai di- 
venirle eguali con esattezza; e l’espressione generale di 
questi numeri, dei quali essa è limite, si ritiene come 
sufficiente a farcela compiutamente conoscere ; per esem- 
pio, \/ìb è il limite (237) verso cui convergono le ri- 
dotte della frazione continua 


3 -+ 



coll’ aumentare il numero di ordine delle medesime, e si 
dice anche molte volte eh’ è eguale a questa frazione 
continua. 

340*. Ora passiamo a dimostrare che i risultati di 
operazioni algebriche effettuate sopra espressioni qualun- 
que hanno per limiti i risultati che si otterrebbero effet- 
tuando le stesse operazioni sopra i limiti dell’ espressioni 
medesime. Onde nel calcolo sarà indifferente operare so- 
pra alcune espressioni, o sopra i loro limiti. 

Consideriamo separatamente ciascuna operazione. 

Teorema 1°. Il limite di una somma di più espres- 
sioni algebriche è eguale alla somma dei limiti delle 
medesime. 

Sieno l’ espressioni algebriche 

Vi, &, • - ..y» 

e , 

lim y 1 =/ 1 , lim y* = /», • . . . lira y K = l K . 

È chiaro che avremo 

Vi — h^r 5*, = l t -f- Sj , 2/j = ^3 “f- fi i • • • • i 
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dove 5», S 8 , . . . . , S n sono numeri positivi o negativi che 
possono rendersi piccoli quanto si vuole. 

Sommando, otterremo 

= /, =fc Z, dr / 3 =fc . . . . db Z B Si dh S, db S 3 =fc . . . . ± S n . 

Ora supponiamo che S p si mantenga sempre maggiore 
e S t sempre minore degli altri numeri Si, S, 
sarà 

«S p > Si db S, d= . . . . db S m > «S«, 

e poiché Sp e S, e quindi anche nS p e nS t possono essere 
resi piccoli quanto si vuole, anche il numero che ri- 
mane sempre compreso tra i medesimi potrà essere reso 
piccolo a piacere, e quindi 

lira (y x d=y t à=y 3 db .... dr y n ) = Zi ± Z, =b Za db .... dr Z, 
= lim t/j d= lim y % ± lim y 3 =S= .... ± lim y K . 

341*. Teorema 2°. Il limite del prodotto di più 
espressioni algebriche è eguale al prodotto dei limiti 
delle medesime. 

Servendosi delle denominazioni del numero prece- 
dente, avremo 

!/i y% ih • • • • y» :=:: (^i “i” ^0(^i ■+■ • • • • (i» •+■ £»)» 

e prendendo i logaritmi dei due membri di questa equa- 
zione, 

iogtoiy,y,....yJ 

= log (Zj 4- S,) 4- log(Z, 4- SJ 4- 4- log (Z„ 4- $„) 

— log Z f 4- log Z, 4- log Z 3 4~ • • • • 4- log Z„ 4- *» 

dove t evidentemente può rendersi piccolo quanto si 
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vuole, o anche 

log (yi y%y s • • • • y„) — log (li ••»./„) + 1 , 

e quindi chiamando a la base dei logaritmi, 
a lo s (Vi Vt - Vn) = 0 log (i, i, v.. i«) 0 « = a log (<, ij + $ 

dove J è piccolo quanto si vuole, poiché col diminuire 
di *, o* si avvicina all’ unità. Onde 

Vi y* y» • • • • y» — • 

e quindi 

Iim(y,y,y a ....y 1( ):=Z 1 f,Za.... 

= lim y t lim y, lim y 3 . . . . lim y* . 

342*. Teorema 3°. Il limite del quoziente di due 
espressioni algebriche è eguale al quoziente dei limiti 
del dividendo e del divisore. 

Sieno 


*i = limy,, Z, = lim y t , 


onde 

avremo 

Vi — i — 

y t _ /j - 4 - 5, _ J, , Z, 5, — Z t S t _ 


Vt l» H~ l\ 


quindi 




lim 

_ lim y» 


Vi 1% 

limy. 


343*. Teorema 4®. Il limite di un' espressione al- 
gebrica che ha per esponente un * altra espressione al- 
gebrica, è eguale al limite della prima inalzato a una 
potenza eguale al limite della seconda. 

94 
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Sia al solito 

Z, = lim , l t = lim 

ossia 

y, = Z t -+- = 

avremo 

• = (li ■+■ Si ) 1 »’*’ 9 ' , 

log Vi f * = (Z* ■+• $ 1 ) 1°8 (h -+• 5j) = Z, log Z, -+■ *» 

dove t sarà una quantità piccola quanto si vuole. Chia- 
mando a la base dei logaritmi, sarà 


yf % = o , ì*** , i . o* ; 

onde 

lim = Z t '* = lim y, ,tar * . 

Termineremo dimostrando un teorema molto im- 
portante per la determinazione dei limiti. 

344*. Teorema 5*. Se una quantità y rimane tem- 
pre compresa tra due altre u e z , e se i limiti dii ed u 
tono eguali a una stessa quantità L, anche il limite 
di y sarà eguale ad L. 

Infatti, se 

v<V<s, 

sarà 

y = u-hp(z-u), 

essendo p una quantità minore di 1. Quindi (340*) 
lim y = lim « •+• p (lim * — lim #), 


e poiché 
sarà 


lim s = lira w = L, 
lim y = L. 
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345*. Esempio. Si voglia determinare il limite di 

0 (0 -4-1) (0 -f- 2 ) — (0 -f- w — 1) 

*(«-+- 1) (« -f- 2) (a-f-n — 1) 

«oli’ aumentare di n, quando a]>0. 

È nota (268) la diseguaglianza 

(1 •+• a:)* >1-4- hx, 

che è veriflcata qualunque sia x, se k è intero e positi- 
vo; dalla quale si deduce 


1-4-j? <V 1 -\-kx 


CL 0 

t oniamo x— ^ ; avremo 

m-hp 


_* < » / ! 

0-f-m r 


ossia 


<V: 


0-f-m 


0-f-wi 

eH-m ^ V 0-i-»j-hA(«— 0) 


Facendo A> 


1 

ft-0’ 


valore positivo perché «>0, 


avremo 

04-»* ✓ ^ / 0-4- OT ^ 

<H-»i V 0H-WH-1 ’ 

Ponendo successivamente w* = 0, 1,2, 3, 1, 

c moltiplicando membro a membro le diseguaglianze 
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/3(ff4-l)f/34-2) .... (/34 -n — 1) ^ j 
« («4-1) («4-2).... (a-4-« — 1) V l&-hn * 

• ma il primo membro di questa diseguaglianza è sempre 
evidentemente > 0 , onde 

0 ^ P(0+W+2)....(P+n-i) < * /~/T~ 

«(«4-l)(«4-2) .... («4-ft — 1) » /3-i-7i 

Ora col crescere di n si ha evidentemente 

,ira i/^= 0 ’ 

dunque (34-4*) 

^+1)03-4- 2).... (/3+8-1) _ o 
a («4- 1 ) («4-2) .... (« 4 -n — 1) 

Definizione del nomero e. 


346*. L' espressione (l 4- ^ , quando m aumenta 

indefinitamente, converge verso un limite che è di molta 
importanza nell'Analisi, e che s’ indica colla lettera e. 
Applichiamo i teoremi dimostrati di sopra alla determi- 
nazione di questo limite. 

Supponiamo prima nt intero; avremo (165V 


(*-3’ 


1 m(m — 1) 1 

= 1 -4- m . t- — - — 


m 1.2 tri 
tn'tn — l)(wi — 2) 1 
1.2.3 m* H 


tw(wi— l)(ni — 2) .... (ffl— OT-4-1) 1 


1 . 2 . 3 . 


m 


m 


m * 
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che si può scrivere anche nel modo seguente: 




m m — 1 

m 

m — t m— 2 

-f. 


m ' 

m 

m 

m • 

77» 



1 . 

2 ' 


1.2.3 



m 

m — 1 

m— 

-2 

m—(m— 

-1) 

+ ■ 

m 

m 

m 

• ••• - 
m 



1.2.3 .... m 


ossia 


0) 




\ m/ ^ 1.2 "•* 

, 1.2.3 ”*■ 


(«-s)(«-s)ft - 5>- (‘ -^) 


1.2.3....m 

Ora, abbiamo evidentemente 


1 + 1=11 + 1 , 

1 




1.2 ^ 1 . 2 ’ 


(i _!)(,_ 2) 

V mJ\ m/ f 

1.2.3 ^17273’ 


1 -ìfl- 

- ì ( 1 

771 — Ix 

«A 1 

771 /'"V 1 

771 / 


1.2.3.. . . 771 


< 


1 .2 . 3. 771 ’ 


onde sommando membro a membro queste disegua- 
glianze, e ponendo mente all’equazione (1), si ricava 






1.2 1.2.3 


1.2.3 ....m 
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Osserviamo anche le relazioni 


1 — — 1—-5- 

” =1 + 1 + 


1.2 




1.2 

1-4-2 2 

• * " 


1-4- 2" 


m 


m 


1.2.3 


1.2.3 


1.2.3 ” 


(*-4X‘~X-£) * 


1-4-2 i _3_ 
m tn 


1.2. 3. 4 1.2.3 4 

^ 1 4* 2 ■+• 3 

1.2. 3.4 ’ 


1.2.3 .... m 

1-4-2-4-3-4- .... -4-fm — 2) 4 m — 1 

^ m m 

> 1 . 2 . 3 .... (m— 1} * m 

1-4-2-4-3-4- .... -4-OT— 1 
jn p 

> 1.2.3... (tn — ljm 

Sommando i primi e gli ultimi membri di queste dise- 
guaglianze, e osservando che la somma dei primi mem- 

( 1 . 

i+— J , abbiamo 


Pi ( l -i)' 


> 1 +,+ n + 


1.2.3 


1.2.3 m 


1/1 1-4-2 

tnVl.2* 1- 1.2.3 


1 —4-2— 4-3 
1.2.34 


1 -4-2- 4- 3- 4- .... -4-(m— 1) \ 
1.2.3...m /’ 
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ma, come è noto dall’ aritmetica (*), 

14-2-1-3-+- .... 4-(r — 1) — - ; 

onde 

9 

14— 2-4 — 3 — f— .... 4-(f ,- ^l) 1 1 

1.2.3 .... r 2 * 1 . 2 . 3 .... (r — 2) ’ 

dunque alla diseguaglianza (3), sottraendo dalla parte 
minore 

J 1 1 1 

2m ’ 1 . 2 . 3 . . . . (m— 1) + 2»»*1.2.3....»^ , 

può darsi la forma 


/, 1 , 1 1 . 1 

V 1 ^ m) + ‘*‘1.2.3 .... m 

1 / jl ì \ 

2m V "** 1 1 . 2 “** + 1 . 2 . 3 .... m/’ 

ossia 


« 

X(l + i 


( 1+ i) 


1.2 1.2.3 


1.2.3 .... mi 


Le disuguaglianze (2) e ( 4 ) danno 

(5) 1 4- 1 4- . ^ n 4* .... 4“ — j : — n (l H — — ) 

1.2 1.2.3 .... m^ \ mJ 

(ì — f 1 4 - 1 -+- 7 —^ 4 - 4 - j — Q ^ ■ y 
'V 2 m)\ 1.2 1.2.3.... m) 

( ) Vedi Aritmetica di Bertrand, o° 360. 
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Ora (341*) 

lim (* ~èù (‘ + ‘ + ns + - + ìxo ) 

= ,ìm ( 1 -s) x “ m ( 1+1+ n + -'" + L2.3“.J ’ 

e poiché evidentemente 

lin, (‘-a) =t ’ 

sarà 

Um ( 1- ^)( 1+1+ i7à' f '"- + i.2.3..::m) 

( 1 ’ 1 \ 

1 “f* 1 “t* ; — 3 •+■ •+- 2 — K — 5 1 5 

1.2 1 . 2 . 3 .... m) 

quindi sono eguali i limiti dell* espressioni tra le quali 

( 1 \* 

1 ■+■ — J , e per conse- 
guenza (344*) 

(0) (i + i)- 

— lim fi + 1 -f- - — 3 -f- - — — — n .... -+- 2 — K — 5 V 

V 1.2 1.2.» 1.2.3 .... mJ 


t 1 \“ 

347*. Se nell’espressione f 1 -+- — J si attribuiscono 

ad m valori frazionari continuamente crescenti, il limite 
sarà sempre dato dalla fòrmola (6). Per provarlo, sup- 
poniamo che, indicando n un numero intero grandissi- 
ma,sia m = »4-«, 

essendo sl< 1; avremo evidentemente 


( 1 ) 
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perchè, per ottenere la prima di queste espressioni, bi- 
sogna sostituire nella seconda al termine — e all* espo- 
ni 

nente m rispettivamente i numeri maggiori — ed »-f- 1 ; 

» 

e per ottenere la terza, bisogna alle medesime quantità 

sostituire i numeri minori -L- ed n. Ora, 

«H-l 

onde (341*) e (342*) 

, im ( t+ ir=n m ( 1 + A)x. im ( 1 + ±). 


lim 


(l-+ 




+ 1 > 

C_ lira < 

f i+ 'T‘ 

< n+\J 

n- f-ly 

lim | 



ma, essendo n intero (346*), 
e 

Iim( 1 +l) = lim( 1 +jl ? ) = l i 


dunque 


iim ( i+ 4r , = iim ( i +5Ti)' 




e poiché nelle diseguaglianze (1) i limiti della prima e 
della terza espressione sono eguali ad e, sarà eguale alla 
stessa quantità il limite della seconda (344*) e avremo 
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lim ( 1+ ^)"= e ' 

anche per m frazionario. 

348*. Se m è negativo il limite è sempre eguale 
ad e. Infatti 


quindi (341*) 

'-o - ir= ,im o + + éì)> 

ma lira ( ,+ ~^) =1 ’ e lim 

dunque 

349* L’espressione 


==lim ^ 


1 1 

i + i+A + 


1.2 1.2.3 


1 \ 

1 . 2.3 ....in/ 


è un numero di cui si può calcolare il valore col grado 
di approssimazione che vogliamo. Per provarlo, deter- 
miniamo l’ errore che si commette prendendo per m u* 
valore intero qualunque. 

È evidente che l’espressione di e si può porre sotto 
la forma 


( 1 ) 6 = 1 + 1 + 


1.2 


1 

1.2.3 .... n 


lim ( - * 
\ 1.2.3 .... 


(n+1) 1.2.3 ....(n +2) 


A \ 

1.2.3.... wa/’ 


dove nè un numero qualunque intero minore di m. 
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Ora 

1 _ 1 

1.2.3 ....(n+1) 1.2.3 .... (n-f-1) * 

1 1 1 

1.2.3 .. .. (n-f-1 )(n-f-2) 1.2.3 .... (n-t-1) * n-f-2 ’ 

i < 

1.2.3 .. .. (n-f-l)(n-f-2)(n-f-3) 1.2.3.... (n-f-1) (n-f-2)** 

* ^ 1 1 . 

1.2.3 .... (n-f-4) 1.2.3 .... (n-f-1) (n-f-2)* ' 


1 ^ 1 . 1 

1.2.3 .... (n+w-n) s 1.2.3 .... (n-f-1) (n-f^)""""’-' ’ 
onde, sommando, 

li 1 

1.2.3 .... (n-f-1) 1.2.3 ... (m-2) 1.2.3 .... m 

1 / 1 1 1 \ 
< ~ 1.2.3 .... (n-t-l)\ " + ” n-f-2 * f ’ (n-t-2,* ” 4 ’ **** (n-f-2)"*"* 1 / 


(l.2.3 ... 


(n-f-1) 


1 — ) 

1.2.3 ... m/ 


1.2.3 ... (n-»-l) Iim ( 4 n-f-2 " t * (n-f-2)* “ t " “** (n-t-2)"— •)’ 


ma, come è noto dall’ aritmetica Q, 


lim (‘ ■ + th + ótW* + ~ + (V+2j— ) 


1 n-f-2 

4 4 n-f-1 ! 


( L 

\1.2.3 ... | 


-f- .... *+- 


Vl.2.3_. (n-f-1) 1.2.: 

^ 1 n-f-2 

^ 1.2.3 .... (n-f-1) *n-M ; 

(*) Vfdi Aritmetica di Bertrand, n° 377*. 


1.2.3 .... m) 
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TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 


e chiamando a il primo membro di questa disegua- 
glianza, avremo 


*< 


1 n-+-2 

1.2.3 .... fi+1 b+1 ' 


ed . 

e— 1 -f— i — f- 


1 

1.2 


1 .2.3 


1.2.3.... n 




dove a, che è l’errore commesso arrestandosi al ter- 
mine n+1, diminuisce con n e si può rendere piccolo 
quanto si vuole. 

Prendiamo, per esempio, » = 21; avremo 

* < - 1 . < 0 , 00000000000000000000 ...., 

e le cifre significative compariscono soltanto dopo 
la 20"**“; dunque calcolando la somma dei primi 22 ter- 
mini avremo 20 cifre decimali esatte, e si troverà 

e = 2,71828182845904523536 .... 


limite di 


350*. L’espressione 



coll’ aumentare 


di m si avvicina ad un limite facile a dedursi da quanto ab- 
biamo trovato di sopra. Infatti , poiché z è una quantità 
finita che non varia col variare di m, se facciamo, m=zm\ 
tn' aumenterà indefinitamente con m, e avremo 
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e poiché (343’), 


lim^lH--^ = a\ 


351*. Applicazione. Se un capitale è impiegato ai 
frutto composto, e i frutti si capitalizzano alla fine di 
ogni di anno, avremo, indicando r il quanto per 
cento annuo è convenuto per il frutto semplice, che 
dopo an anno il capitale sarà divenuto (286) 

+ srw)'- 

Ora, se volessimo capitalizzare i frutti prodotti 
d'instante in instante con continuità, bisognerebbe far 
crescere indefinitamente m e prendere il limite, e avrem- 
mo (350*) che il capitale dopo un anno diverrebbe 

limC Ah = Ce™. 

\ m . 100 / 

Pertanto si può dire in generale, che una gran- 
dezza C, la quale in un certo tempo produce Cs, se le 
quantità che vengono successivamente prodotte si ri- 
guardano come incapaci di concorrere alla produzio- 
ne, ossia se in un dato tempo diviene per semplice au- 
mento nel medesimo tempo diverrà Ce*, se 

l'aumento si fa in modo che ogni parte appena prodotta 
contribuisca egualmente alla produzione di nuove parti. 


~7ho Wb. 
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